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における著者の担当章（2 章と 3 章）を加筆，修正したものである．また，本論文の 2
章は，国際誌 Foundations of Physics に掲載された論文 [25] の主要部分を日本語に直
したものである．さらに，本論文の 6 章は学会誌 Annals of the Japan Association for










































ける直交系を適当にとると，その直交系におけるスピン成分 (sx; sy; sz)はそれぞれ 2£ 2


















*1 これは，隠れた変数理論で有名な物理学者ボームによって定式化されたものである（文献 [9]の 22章）．
3
のエルミート行列の固有ベクトルを次のように表記する．例えば sz ならば，固有値+~=2




jsz = +i1 ­ jsz = ¡i2 ¡ 1p
2





jsx = +i1 ­ jsx = ¡i2 ¡ 1p
2
jsx = ¡i1 ­ jsx = +i2 (2)




みていこう．まず (1)より，2粒子両方にたいし sz 測定をすると，測定値 [+;¡]を得る
確率は 1=2，測定値 [¡;+]を得る確率も 1=2であることがわかる．ここで重要なことは，
2粒子それぞれに sz 測定をするとその測定値はつねに正負が反対となることである．す
ると，粒子 1についての sz の測定結果から，粒子 2にたいする sz 測定の結果を確実に予
測できることになる．粒子 1の測定結果が +ならば，粒子 2の測定結果は確実に ¡であ
り，粒子 1の測定結果が ¡ならば，粒子 2の測定結果は確実に +である．また，同じ状
態 jªiを sx の固有ベクトルを用いて表示した等式 (2)から，sx についても同様の予測が























るので，前節でみたように，粒子 1について sz を測定すると，その測定結果から粒子 2
にたいする sz 測定の結果を確実に予測できる．ここで次の条件について考えよう．
局所性 粒子 1 にたいする測定は，粒子 2 にたいし，いかなる物理的影響もおよぼさな
い*3．
原理的には 2粒子は測定時にどれだけ遠くに離れていてもよいので，「局所性」が成立す
ると考えるのは自然である．すると，粒子 1の sz を測定することによって，粒子 2にい













*3 この条件の述べ方はかなり不明瞭である．粒子 1にたいしどの物理量を測定しようとも（例えば sz を測
定しようと，sx を測定しようと）粒子 2 にいかなる影響も与えないといっているのか，それともある物




条件」によって，粒子 2の sz に対応する物理的実在の要素が存在することとなる．要す
るに，「実在性の十分条件」と「局所性」が正しいならば，粒子 2の sz の測定値は測定前
から決まっていたということである．
以上の話は sz についてであったが，sx についても同様のことが成立する．なぜなら，
前節でみたように，状態 jªiにある 2粒子のうち粒子 1について sx を測定すると，その
測定結果から粒子 2にたいする sx 測定の結果を確実に予測できるからである．したがっ










子 2の sz と sx の測定値は測定前から決まっているのであり，それらは「実在の要素」で
あった．だが，ここで議論している系は「1重項状態」にあり，式 (1)と (2)の状態表示
をみればわかるように，その状態は粒子 2 の sz 測定と sx 測定について確定した予測を









² 粒子 1の位置 [q1]を知ると粒子 2の位置 [q2]を推論（予測）できる（q1 ) q2）．
² 粒子 1の運動量 [p1]を知ると粒子 2の運動量 [p2]を推論（予測）できる（p1 ) p2）．
6
² しかし，粒子 1の位置と運動量を同時に知ることはできない（:(q1 ^ p1)）．




















献 [10]翻訳 113頁，原文は 再録文献 [49]の p. 147．）
ボーアの反論を，いま議論している「1重項状態」にある 2粒子系のスピン物理量の測
定という状況にそっていいなおすと次のようになる．
² 粒子 1の sz を測定すると，粒子 2の sz の値がわかる．
² 粒子 1の sx の測定をすると，粒子 2の sx の値がわかる．
² しかし，粒子 1の sz と sx を同時に測定することはできない．











sz 測定をしようと，しまいと，粒子 2にたいする sz の測定結果にはいかなる違いも生じ
ないことになる．すると，たとえ粒子 1の sz 測定を行わなかったとしても，粒子 1の sz
測定を行ったときと同じように，粒子 2の sz 測定の結果はあらかじめ決まっていたこと




同様に，たとえ粒子 1の sx 測定を行わなかったとしても，粒子 1の sx 測定を行った
ときと同じように，粒子 2の sx 測定の結果はあらかじめ決まっていたことになる．よっ
て，粒子 1になんの測定を行わなくても，粒子 2の sz と sx の測定値はあらかじめ決まっ





換な二つの物理量（例えば sz と sx）の測定である．それらの同時測定が不可能なので粒






われわれが S1〔粒子 1のこと〕での完全測定にもとづいて得る S2〔粒子 2のこと〕








献 [16] p. 324，翻訳 199頁．）*6
ここまでくると，ボーアとアインシュタインとでは「局所性」として微妙に異なること
を考えるいることがわかる．ボーアが批判の対象とした「局所性」条件は，粒子 1にたい
し sz と sx のどちらを測定しても，粒子 2の測定結果に変化はない，というものである．














































粒子系を考える．物理空間（3次元実-空間）におけるある直交系 (x; y; z)において，z 方
向と直交する平面上にあり相互に 120± をなす三つの方向 (x; a; b)をとり（下の図 1を参
照），それぞれの粒子にたいしそれら 3方向のスピン成分測定を行うとする．それら三つ
のスピン成分の測定を 2粒子それぞれについて考えよう．以下では，各スピン成分を粒子
ごとに区別して，粒子 1の各スピン成分については sIx，sIa， sIb，粒子 2の各スピン成分
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そのようなリストには 26 = 64通りの値付与の仕方がある．なぜなら，いま 6個のスピン
成分を考えているが，一つのスピン成分につき 2通り（+~=2と ¡~=2）の値付与が可能
だからである．だが，実際には値のリストは，次の二つの制約を満たさねばならない．














統計的制約 粒子 1と粒子 2の異なるスピン成分の値の正負が異なる割合は 1=4である．
例えば，sIx と sIIa の値の正負が異なる割合は 1=4である．
さて，以下で決定論的制約と統計的制約の両方を同時には満たせないことを示そう．ま
ず，8通りの値リストのどの行をとっても，
sIx と sIIa あるいは 　 sIb と sIIa あるいは sIb と sIIx 　
の少なくともどれか一つのペアは必ず異符号でなければならない．なぜなら，もしすべて
同符号ならば（背理法の仮定），sIx と sIIx が同符号となり，決定論的制約と矛盾するから
である．したがって，アンサンブルに属するすべての粒子対において，二つのスピン成分
からなる三つのペアのなかで少なくとも一つは必ず異符号である．一方，統計的制約によ
ると，三つのペアのそれぞれについて（例えば，sIx と sIIa について），異符号である割合
は 1=4 であり，三つのペアのなかで少なくとも一つが異符合である割合は高々（最大で




























よう．二つの電子が R12 において相互作用し，その後それぞれの電子（粒子 1，粒子 2と
呼ぶ）にたいし「空間的に分離した」有界時空領域 R1，R2 においてスピン測定が行われ
るとする．粒子 1にたいするスピン測定装置は二つのスピン成分 aと a0 の測定が可能で
あるとする．スピン成分 aと a0 それぞれの測定結果を A，A0 と表す．Aと A0 がとりう

















Bが得られる確率は，変数 ¸ によって決まると考える．そこで，その確率を P (AB j¸ )ab







件を，粒子 1にたいしてスピン a成分を，粒子 2にたいしてスピン b成分を測定する場合
を具体例に，みていこう．
共通原因 P (AB j¸ )ab = P (A j¸ )abP (B j¸ )ab
非局所的文脈-独立性 P (A j¸ )ab = P (A j¸ )a
P (B j¸ )ab = P (B j¸ )b
¸-独立性 ½(¸ )ab = ½(¸ )
一つ目の条件共通原因から説明しよう．一般に，二つの事象 E1，E2 について，そ
れらが同時に生じる確率が，それぞれが生じる確率の積より大きいとき，すなわち
P (E1 & E2)  P (E1)P (E2)であるとき，正の相関があるという．もちろん，このよう
な相関は，EPR論文が議論した状況においてもみられる．例えば，「1重項状態」にある
2 粒子それぞれにたいしスピン z 成分を測定するとしよう．そのとき，粒子 1 にたいし
+~=2，粒子 2 にたいし ¡~=2 を測定結果として同時に得る確率は 1=2 であった．一方，
粒子 1だけに注目すると，測定結果 +~=2を得る確率は 1=2であり，同様に粒子 2だけ
*12 以下の三つの条件から不等式を導出したのは，科学哲学者のジャレット [28]が最初であろう．
14
に注目すると，測定結果 ¡~=2を得る確率は 1=2である．以上より，1=2  1=2£ 1=2な
ので正の相関がある．
さて，このように二つの事象 E1 と E2 の間に正の相関があるときには，その相関を次
の 2通りのどちらかの仕方で説明するのが自然である．
1. E1 が E2 の原因である．（あるいは，E2 が E1 の原因である．）









と E2 の共通原因 C に課した．
P (E1 & E2jC) = P (E1jC)P (E2jC)







る．おそらく，この条件を課す動機は，変数 ¸の値が R1 と R2 それぞれの過去光円錐の
















最後に三つ目の条件 ¸ -独立性を説明しよう．½(¸)ab は，測定装置の設定が粒子 1，粒
子 2にたいしそれぞれ a，bであるときに変数 ¸の値がどのように分布するのかを表す確
率密度であり， Z
¤
½(¸ )abd¸ = 1
を満たす． ¸ -独立性によって次のことが要請される．前段落と同じようにこの条件は，
½(¸ )ab = ½(¸ )ab
0
= ½(¸ )a






と R2 それぞれの過去光円錐の共通部分 R12 において指定されるとすると理解しやすい．
¸の値が R12 上で指定されるとすると，測定装置の設定は原理的には ¸の値が指定された
後でも変更可能である．すると，¸-独立性が自然な要請であることが理解できるだろう．
さて，以下で，いよいよ不等式を導出しよう．上の三つの条件を用いると，
P (AB )ab =
Z
¤












P (AB )ab =
Z
¤







P (A )a =
Z
¤
P (A j¸)a½(¸ )d¸ (4)
である．これと同様の等式は P (B )b についても得られる．
®; ¯; ®0; ¯0 が，それぞれ 0以上 1以下の実数であるとしよう．まず，実際に計算して
みるとわかるように，
®+ ¯ + ®0¯0 ¡ ®¯ ¡ ®0¯ ¡ ®¯0
= ® f®0(1¡ ¯) + (1¡ ®0)(1¡ ¯0)g+ (1¡ ®)f®0¯0 + (1¡ ®0)¯g
である．すると，®; ¯; ®0; ¯0 が 0以上 1以下であることから，上の等式の左辺について，
0 · ® + ¯ + ®0¯0 ¡ ®¯ ¡ ®0¯ ¡ ®¯0 · 1 であることがわかる．その理由を右辺第 1
項の中かっこのなか ®0(1¡ ¯) + (1¡ ®0)(1¡ ¯0)を例に説明しよう．これは 0以上 1以
下の二つの値 1 ¡ ¯ と 1 ¡ ¯0 を端点とする内分点であり，それら二つの間の値をとる．
よってその値は 0 以上 1 以下である．あとは同様のプロセスをさらに 2 度繰り返すと，
0 · ® + ¯ + ®0¯0 ¡ ®¯ ¡ ®0¯ ¡ ®¯0 · 1 が得られる．
さて，® = P (A j¸ )a，¯ = P (B j¸ )b，®0 = P (A0 j¸ )a0，¯0 = P (B0 j¸ )b0，とお
くと，
K(¸ ) ´ P (A j¸ )a + P (B j¸ )b + P (A0 j¸ )a0P (B0 j¸ )b0
¡ P (A j¸ )aP (B j¸ )b ¡ P (A0 j¸ )a0P (B j¸ )b ¡ P (A j¸ )aP (B0 j¸ )b0
の値について不等式
0 · K(¸ ) · 1
が得られる．K(¸ )に ½(¸)をかけて，¸について積分すると，K(¸ )は任意の ¸につい
て 0以上 1以下の値をとること，および ½(¸ )は確率密度であり
R
¤





K(¸ ) ½(¸ ) d¸ · 1
となる．
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P ( a j¸ )A ½(¸ ) d¸+
Z
¤
P ( b j¸ )B ½(¸ ) d¸+ ¢ ¢ ¢ · 1 (5)
である．最後に，等式 (3)と，それと同様の P ( a0 b0 )A
0B0 や P (A0B )a
0b や P (AB0 )ab
0
についての等式，および等式 (4)と，それと同様の P (B )についての等式を代入して (5)
を書き換えるとクラウザー＝ホーンの不等式









1. 粒子 1 あるいは粒子 2 の任意のスピン測定について，測定結果が +（+~=2 のこ
と）となる確率は 1=2である．
2. 粒子 1にたいするスピン測定の方向と粒子 2にたいするスピン測定の方向のなす角
が µであるとき，それらの測定値がともに正 [++]である確率は 12 sin
2( µ2 )である．
a，a0 は粒子 1のスピン成分，b，b0 は粒子 2のスピン成分であった．一つ目の確率的
予測によると，P (+)a = P (+)b = 1=2である．また，方向 aと方向 bの始点をそろえ，
それらのなす角を µab と表記すると（ほかの µab0 なども同様），二つ目の確率的予測より，
P (++)ab = 12 sin
2( µab2 ) である．ほかの P (++)
a0b0 などについても同様である．これら
を用いて，不等式の各項について量子力学による理論値を計算できる．
*14 いろいろなベルタイプの不等式，およびそれらの間の関係については，文献 [40] の 4 章に詳述されてい
る．



















































となる．すると，P (+)a+P (+)b+P (++)a











































ちがいない」（文献 [41] p. 157）と述べ，その考え方を「共通原因の原理」と呼んだ．よ




ハによると，正の相関4(XY ) ´ P (X ^ Y )¡P (X)P (Y )  0の共通原因 C は次の諸条
21
件を満たさねばならない．
1. P (X ^ Y j C) = P (X j C)P (Y j C)
2. P (X ^ Y j C?) = P (X j C?)P (Y j C?)
3.（a）P (X j C?)  P (X j C)
（b）P (Y j C?)  P (Y j C)
ライヘンバッハがこれらの諸条件を満たす事象を共通原因と呼んだのは，次の二つの事実
による．
第 1に，前章で述べたことの繰り返しになるが，正の相関があったものの C に相対的
にはその説明すべき相関が消えていること．第 2に，下でみるように上述の 3条件から，
事象 X と Y の間に正の相関が存在することを導出できることによる．実際，条件付き確
率の定義式を用いると，
P (X ^ Y )¡ P (X)P (Y ) = P (X ^ Y j C)P (C) + P (X ^ Y j C?)P (C?)
¡ fP (X j C)P (C) + P (X j C?)P (C?)g ¢ fP (Y j C)P (C) + P (Y j C?)P (C?)g
となるが，右辺を条件 1と 2を用いて書き直し，式を整理すると，
P (C) ¢ P (C?) ¢ fP (X j C)¡ P (X j C?)g ¢ fP (Y j C)¡ P (Y j C?)g
が得られる．条件 3の (a)と (b)を満たすとき，この式の値は 0より大きい．かくして，




C だけでなく C? についても相対的に相関が消えるように要請されていることは余分
であると感じるかもしれない．だが，C? に相対的に依然として相関が残るならば，今度
はその残った相関が説明の対象となってしまうだろう．
厳密な定義は後で述べるが，相関 4(XY ) について，fC;C?g のように，各々の事象



















ン 1=2 の 2 粒子系のスピン状態が「1 重項状態」にあるとき，それぞれの粒子について
同一のスピン成分を測定すると，測定結果がともに +1=2 であることの間には負の相関










P (X ^ Y j Z) = P (X j Z) ¢ P (Y j Z), P (X ^ Y ? j Z) = P (X j Z) ¢ P (Y ? j Z)
, P (X? ^ Y j Z) = P (X? j Z) ¢ P (Y j Z)
, P (X? ^ Y ? j Z) = P (X? j Z) ¢ P (Y ? j Z)
23
例えば，P (X ^ Y j Z) = P (X j Z) ¢ P (Y j Z)であるとき，
P (X ^ Y ? j Z) = P (X j Z)¡ P (X ^ Y j Z)
= P (X j Z)¡ P (X j Z) ¢ P (Y j Z)
= P (X j Z) ¢ f1¡ P (Y j Z)g





相関4(XY ) 6= 0の遮蔽因子
次の三つの条件を満たす事象の集合 fCigi2I を相関4(XY )の遮蔽因子と呼ぶ．
1. 任意の i; j 2 I について，i 6= j ならば，Ci ^ Cj = ;である．
2. _i2ICi = ­である（ここで，­は最大元）．
3. P (Ci) 6= 0ならば，P (X ^ Y j Ci) = P (X j Ci) ¢ P (Y j Ci)である．
次の点に注意してほしい．これらの諸条件は，共通原因の十分条件ではない．これら
の諸条件をトリヴィアルに満たす事象の族が存在する．fX;X?g や fY; Y ?g，そして


















研究者の間ではよく知られているように，任意の古典確率空間 (A; P )（ここでAはブー
ル束，P はその上の確率測度）において，いかなる四つの事象 En 2 A (n = 1; 2; 3; 4)に
ついても，不等式
0 · P (E1) +P (E2) +P (E3 ^E4)¡P (E1 ^E2)¡P (E2 ^E3)¡P (E1 ^E4) · 1 (7)
が成立する（証明については，例えば文献 [37] を参照）．この不等式の形式が前章でみ
たクラウザー＝ホーンの不等式とよく似ていることに注目してほしい．前章のように，
スピン 1=2 の 2 粒子系が 1 重項状態にあるとする．ただし，以下では状態の密度作用
素表示を利用したいので，1 重項状態に対応する密度作用素を W singlet と表す．クラウ
ザー＝ホーンの不等式を破る四つのスピン成分をとり，各々の固有値 +~=2の固有空間の
上への射影作用素を fE^ig4i=1 と表そう．もし四つの射影にそれぞれ対応する四つの事象
fEig4i=1 (µ A) が存在し，それらの事象に付与する確率が P (Ei) = Tr(W singletE^i) お











からみるようにして，古典確率空間 (B; P )において表現される．まず，この実験的検証
に関わる事象がなすブール束 B を構成し，次にその上に確率測度 P を導入しよう．クラ
ウザー＝ホーンの不等式では，各粒子について二つのスピン成分測定を考えるのであっ
た．そこで，その不等式の実験的検証については，次の諸事象を考えれば十分である．
a (a0): 粒子 1の測定装置の設定がスピン a (a0)成分を測定するものとなっている．
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b (b00): 粒子 2 の測定装置の設定がスピン b (b00) 成分を測定するものとなって
いる．
A (A0): 粒子 1のスピン a (a0)成分の測定器が up であると検出した．
B (B00): 粒子 2のスピン b (b00)成分の測定器が up であると検出した．
（ここで，粒子 2の設定に関して，b0 でなく，b00 と表記しているのは誤記でない．その理
由は後で明らかになる．また，以下では，スピン a成分，スピン a0 成分を表す自己共役




² スピン a成分とスピン a0 成分を表す自己共役作用素は非可換なので同時測定でき
ない．よって a ^ a0 = ;．さらに，二つのスピン成分を測定する設定しか考えてい
ないので a _ a0 = ­．
² 測定結果 Aが得られることは，測定装置の設定が a 成分を測定するものとなって
いることを含意する．よって A · aであり，「スピン a成分を測定し，測定結果 up
が得られた」の記号化 a ^ Aについて，等式 a ^ A = Aが成立すべきである．a0
と A0 についても同様である．
² 「スピン a成分を測定し，測定結果 down(¡)が得られた」は，スピン a成分を測
定したが測定結果 up が得られなかった，ということなので a^A? と表される*18．
（ここで，A? 単独では down という測定結果を表さないことに注意してほしい．）
a0 と A0 についても同様である．
² a 成分を測定すると up か down の結果が得られるので (a ^A) _ (a ^A?) = aで
ある．a0 と A0 についても同様である．
以上の要請を満たすブール束の概形は次の図 4の通りである．なお，今後，a ^Aを aA，
a ^ bを abのように，記号「^」を省く．間になんの記号もない場合には，「^」が省かれ
ていると理解してほしい．この略記法を用いると，図 4のブール束において，
faA; aA?; a0A0; a0A0?g
の 4元が原子元である．





fbB; bB?; b00B00; b00B00?g
の 4 元を原子元とするブール束が構成される．そこで，2 粒子の結合系において測定結
果のなす事象のブール束 B は，各粒子のブール束の原子元どうしを組合わせてできる
4£ 4 = 16元を，すなわち
faAbB; aAbB?; aAb00B00; aAb00B00?; aA?bB; ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ g
を原子元とするものとなる．
次に，B 上の確率測度 P を定義する．この確率測度は，測定装置がどちらのスピン成
分を測定する設定になっているか（x = a; a0; y = b; b00）についての確率と，量子力学に
よって測定結果に付与される確率 Tr(W ¢ )とを用いて定義される．まず，前者の確率に
ついて説明したい．この確率は，B上に確率測度 P を導入する以前に，どのスピン成分を
測定するかを決定する装置全体の機構やその設計者の意図を反映して定まる．この確率を
とりあえず ¹( ¢ )と表記しておく．例えば，測定されるスピン成分がランダムに定まるよ
うに装置が設計されている場合，各粒子にたいする設定（粒子 1に関していうと aと a0）
に付与される確率は ¹(a) = ¹(a0) = 1=2である．2粒子系にたいする測定においては，そ










対について，粒子 1 にたいしては二つのスピン成分 a か a0，粒子 2 については b か b00
のどちらかが必ず測定されることを仮定して議論を進める．そこで，以下では装置の設定
の確率について次の等式を満たす確率が与えられているとして，議論を進める．





べた装置の設定に関する確率 ¹( ¢ )と量子的確率 Tr(W ¢ )を用いて，X やX? といった
?の有無に応じた事象の四つの形式ごとに次のように定義する．
P (xXyY ) ´ Tr(WP sx+1 ­ P sy+1) ¢ ¹(xy)
P (xXyY ?) ´ Tr(WP sx+1 ­ P sy¡1) ¢ ¹(xy)
P (xX?yY ) ´ Tr(WP sx¡1 ­ P sy+1) ¢ ¹(xy)
P (xX?yY ?) ´ Tr(WP sx¡1 ­ P sy¡1) ¢ ¹(xy)
（ここで，例えばパラメータ xと X（x = a; a0; X = A;A0）について，それらがとりう
る値はそれぞれの値の任意の組み合わせでなく，(x;X) = (a;A); (a0; A0)のみを考えてい
る．実際，例えば，aA0 を考えても，aA0 = ;であり，その確率は 0である．パラメータ




の値として定義すればよい．）このように定義された，B から実数への写像 P が確率測度
の要件を満たすことは容易にわかる．ここでは次の 2点だけ確認する．
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² 任意の x; y（x = a; a0; y = b; b00）について，P (xy) = ¹(xy)である．
ブール束 B の構造より，
xy = (xXyY ) _ (xXyY ?) _ (xX?yY ) _ (xX?yY ?)
である．各原子元に定義した P の値，そして原子元以外の元についての P の定義
より，
P (xy) = fTr(WP sx+1 ­ P sy+1) + Tr(WP sx+1 ­ P sy¡1)
+ Tr(WP sx¡1 ­ P sy+1) + Tr(WP sx¡1 ­ P sy¡1)g £ ¹(xy)
右辺の量子的確率の和は 1なので，P (xy) = ¹(xy)となる．このことは，測定装置
全体の機構によって定まる設定についての確率 ¹が (B; P )において再現されるこ
とを意味する．
² B の最大元 ­について，P (­) = 1である．
ブール束 Bの構造より，­ = ab_ ab00 _ a0b_ a0b00 である．P が加法性を満たすこ
と，および前段落で確認した数学的事実より，
P (­) = P (ab) + P (ab00) + P (a0b) + P (a0b00)
= ¹(ab) + ¹(ab00) + ¹(a0b) + ¹(a0b00)
となるが，最後の式は等式 (8)より 1である．
以上のように定義された古典確率空間 (B; P )は次の性質をもつ．
確率空間 (B; P )の性質
1. (a) P (XY j xy) = Tr(WP sx+1­P sy+1)， (b) P (XY ? j xy) = Tr(WP sx+1­P sy¡1)，
(c) P (X?Y j xy) = Tr(WP sx¡1­P sy+1)，(d) P (X?Y ? j xy) = Tr(WP sx¡1­P sy¡1)．
2.（a）P (X j x) = Tr(WP sx+1 ­ I), P (X? j x) = Tr(WP sx¡1 ­ I).
（b）P (Y j y) = Tr(WI ­ P sy+1), P (Y ? j y) = Tr(WI ­ P sy¡1)
3.（a）P (X j xy) = P (X j x)，
（b）P (Y j xy) = P (Y j y)．
ここで，(x;X) = (a;A); (a0; A0); (y; Y ) = (b;B); (b00; B00)である．
性質 1 が成立することは，条件付確率の定義式 P (XY j xy) = P (XxY y)=P (xy) に，
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各原子元に付与される値の定義式，および既にみたように P (xy) = ¹(xy)である事実を
適用すれば明らかである．
次に，(x;X) = (a;A)の場合を具体例に，性質 2を示そう．まず，ブール束 B の構造
より，
aA = (aAbB) _ (aAbB?) _ (aAb00B00) _ (aAb00B00?)
である．すると，確率測度の加法性，各原子元に付与される値の定義式，そしてやはり
P (xy) = ¹(xy)である事実を用いると，次のように式変形できる．
P (aA) = P (aAbB) + P (aAbB?) + P (aAb00B00) + P (aAb00B00?)
= fTr(WP sa+1 ­ P sb+1) + Tr(WP sa+1 ­ P sb¡1)g ¢ ¹(ab)
+ fTr(WP sa+1 ­ P sb00+1 ) + Tr(WP sa+1 ­ P sb00¡1 )g ¢ ¹(ab00)
　　　 = Tr(WP sa+1 ­ I) ¢ P (ab) + Tr(WP sa+1 ­ I) ¢ P (ab00)
= Tr(WP sa+1 ­ I) ¢ P (a)
そのとき，明らかに性質 2が成立する．
以上の性質 1と 2により，(B; P )において量子的確率は，測定装置の設定のもとでの条
件付き確率として再現されることがわかる．
性質 3 が成立することの意味を (a) を例に説明しよう．これは，粒子 1 の測定結果の
確率は，粒子 2 の測定装置の設定を変えることによっては変化しないことを意味する．
(x;X) = (a;A); y = bの場合を具体例に性質 3-(a)を次のように示すことができる．
P (A j ab) = P (AB j ab) + P (AB? j ab) [確率測度の加法性より]
= Tr(WP sa+1 ­ P sb+1) + Tr(WP sa+1 ­ P sb¡1) [性質 1より]
= Tr(WP sa+1 ­ I) [トレースの線形性より]








前節において，古典確率空間 (B; P ) を構成した．EPR 相関は，この古典確率空間に
おける事象間の相関として再現される．本節では，(B; P )を，しかるべき要請を満たす，



















うに (B; P )を拡張できることを，具体的モデルを構成することによって示した．クラウ
ザー＝ホーンの不等式の実験的検証において，議論の対象となる量子論的相関は次の四つ
であった．
4xy (XY ) ´ P (XY j xy)¡ P (X j xy) ¢ P (Y j xy)
上式において，(x;X) = (a;A); (a0; A0); (y; Y ) = (b;B); (b00; B00)である．
これらは単なる二つの事象間の相関というより，むしろ条件付きの相関とでも言うべきも




条件付相関4xy(XY ) 6= 0の遮蔽因子
次の三つの条件を満たす事象の集合 fCigi2I を条件付相関4xy(XY )の遮蔽因子と呼ぶ．
1. 任意の i; j 2 I について，i 6= j ならば，Ci ^ Cj = ;である．
2. _i2ICi = ­である（ここで，­は束の最大元）．
3. P (Ci) 6= 0であるとき，P (Cixy) 6= 0であり，そのうえ P (XY j xy Ci) = P (X j
xy Ci) ¢ P (Y j xy Ci)である．





じた後でも，なにを測定するかという装置の設定は変更可能である．もし，P (Ck) 6= 0で















因子が，同じスピン成分の測定結果で，一方は + でもう一方は ¡ である相関についてのものでもある
ことを期待するだろう．しかし，そうではない．確かに4(XY )の遮蔽因子は4(XY ?)などの遮蔽因
子ではある．しかし，Y ? はある特定のスピン成分の測定結果が ¡ であることを表さない．その測定結
果は yY ? と表される．すると今度は，一方が +でもう一方が ¡である相関の遮蔽因子が新たに必要と
なる．
ただし，これら二つの論点は決定的なものとはいえない．著者の論文 [25] では，たとえ相関 4(XY )
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命題 1. 古典確率空間 (B; P )の拡張 ( ~B; ~P )で，上述の量子論的相関4xy(XY ) のそれぞ
れについて，次の条件を満たす事象 CXY および (CXY )? を ~B に含むものが存在する．
1.（a）CXY · X または X · CXY ならば，P (CXY ) 6= P (X)である．
（b）(CXY )? · X または X · (CXY )? ならば，P ((CXY )?) 6= P (X)である．
2.（a）CXY · Y または Y · CXY ならば，P (CXY ) 6= P (Y )である．
（b）(CXY )? · Y または Y · (CXY )? ならば，P ((CXY )?) 6= P (Y )である．
3.（a）P (XY j xy CXY ) = P (X j xy CXY ) ¢ P (Y j xy CXY )．
（b）P (XY j xy (CXY )?) = P (X j xy (CXY )?) ¢ P (Y j xy (CXY )?)．
4.（a）P (X j xy CXY ) = P (X j xCXY )．
（b）P (X j xy (CXY )?) = P (X j x (CXY )?)．
（c）P (Y j xy CXY ) = P (Y j y CXY )．
（d）P (Y j xy (CXY )?) = P (Y j y (CXY )?)．
5.（a）P (CXY xy) = P (CXY ) ¢ P (xy)．
（b）P ((CXY )?)xy) = P ((CXY )?) ¢ P (xy)．





条件 1 と 2 は，局所性の維持という観点からすると興味のない遮蔽因子（例
えば，fX;X?g など）を排除するためのものである．以前に述べたように，
fY Y;XY ?; X?Y;X?Y ?g も遮蔽因子の条件をトリヴィアルに満たす事象の集合
だが，サボーはライヘンバッハに忠実に遮蔽因子が二つの要素のみからなる集合だけを
考えるので，その集合は自動的に排除される．サボーが実際に構成したモデルにおいて，





























命題 2. 古典確率空間 (B; P )のある拡張 ( ~B; ~P )が存在し，条件付相関（量子論的相関）
4xy(XY ) (x;X) = (a;A); (a0; A0); (y; Y ) = (b; B); (b00; B00)
すべてに共通の遮蔽因子 fCigi2I で次の条件を満たすものを ~B に含むとする．
1.（a）P (X j xy Ci) = P (X j xCi)．
（b）P (Y j xy Ci) = P (Y j y Ci)．
2. P (Cixy) = P (Ci) ¢ P (xy)．
そのとき，クラウザー＝ホーンの不等式




確率（P (A j a) = Tr(WP sa+1 ­ I)や P (AB j ab) = Tr(WP sa+1 ­P sb+1)など）もその古典
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確率空間上で表現される．(B; P ) の，すべての相関に共通の共通原因を含む古典確率空
間 ( ~B; ~P )への拡張が存在すると仮定すると，その拡張された確率空間上でクラウザー＝
ホーンの不等式が導出される．しかし，1章でみたように，ある状況においては，量子力
学的確率はこの不等式を満たさない．そのような状況においては，(B; P )の ( ~B; ~P )への
拡張は存在不可能であり，すべての相関に共通の共通原因モデルは存在しない（命題 2）．












fCXY j X = A;A0;Y = B;B00g [ f(CXY )? j X = A;A0;Y = B;B00g が生成する ¾ 完
備なブール束の任意の原子元 Z は，二つの測定装置の設定と統計的に独立である．
サボー自身とレデイが正しく指摘するように，サボーが構成したモデルはサボー＝レデ







fCXY ; (CXY )?g であり，サボー＝レデイ条件もその集合を用いて述べられてい
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る．だが以下では，条件付相関 4xy(XY )の遮蔽因子 fCXYi gi2IXY は，より一般
に可算集合である（要するにインデックス集合 IXY は可算集合）とする．
2. 測定装置は三つのパラレル設定をとりうる これまで，一方の粒子（粒子 1）の装置が
とりうる設定は aか a0，もう一方の粒子（粒子 2）の装置がとりうる設定は bか b00
であるとして議論を進めてきた．これからはそれらの設定に，粒子 1には a00 を粒
子 2 には b0 を加え，それらは µab = µa0b0 = µa00b00 = 0 を満たすとする．要する
に，対をなす２粒子にたいし，回転軸が平行（パラレル）なスピン成分を 3 つずつ
測定可能であるとする．
新たな測定設定を加えたので，古典確率空間 (B; P )とその性質（28頁参照）につ
いて少々手直しを要する．ただし，確率空間をどのように修正すればよいかは，明
らかだろう．今後は，その修正された確率空間を改めて (B; P )と呼ぶ．(B; P )の
性質についてだが，式の形式自体は 28頁で述べたままでよい．(x;X)と (y; Y )が
とりうる値の範囲を，
(x;X) = (a;A); (a0; A0); (a00; A00)
(y; Y ) = (b;B); (b0; B0) (b00; B00)
のように変更する．
また，今後この章では，(B; P )において，次のことを仮定する．
² P (x) 6= 0 (x = a; a0; a00)および P (y) 6= 0 (y = b; b0; b00)．
² P (a) + P (a0) + P (a00) = 1および P (b) + P (b0) + P (b00) = 1．













C-独立性 I fCXYi (i 2 IXY ) j X = A;A0; A
00
; Y = B;B0; B00gによって生成され
る ¾ 完備なブール束 C の任意の原子元 Z について
P (Zxy) = P (Z) ¢ P (xy) (x = a; a0; a00; y = b; b0; b00)
である．
C-独立性 II fCXYi (i 2 IXY ) j X = A;A0; A
00
;Y = B;B0; B00g によって生成さ
れる ¾ 完備なブール束 C の任意の原子元 Z について
P (Zx) = P (Z) ¢ P (x) (x = a; a0; a00);
P (Zy) = P (Z) ¢ P (y) (y = b; b0; b00):
である．
「サボー＝レデイ条件の厳密な定式化」について説明したい．２つの C-独立性はとも
に，C の原子元が満たすよう要請された条件である．だが，C-独立性 II を例に説明する
と，C の原子元（に対応する事象）が粒子 1，粒子 2それぞれの装置の設定と統計的に独




C-独立性 I は II より強い条件である．実際，前者が成立すると仮定すると，例えば
P (xZ)（ここで，Z は C の原子元）を次のように式変形できるが，そのことから後者が成
立することがわかる．
P (xZ) = P (xbZ) + P (xb0Z) + P (xb00Z)
= fP (xb) + P (xb0) + P (xb00)gP (Z) [C-独立性 Iより]




る．理由は二つ後の段落で述べるが，著者は C-独立性 IIより Iのほうが適切な要請だと
考えている．
それにしても，なぜ，C-独立性を満たす必要があるのだろうか．以前も利用した次の図





て粒子 2のスピン b成分の測定が行われるとする．繰り返しになるが，R1 と R2 におい
て生じる２つの事象に共通の原因というものが存在するならば，それは，R1 と R2 の過
去光円錐の共通部分 R12 において生じる事象であろう．すると，条件付相関4ab(AB)の
遮蔽因子 fCABi gi2IAB に属するどれか一つの事象 CABk が，R1 と R2 の過去光円錐の共
通部分 R12 において生じることになる．だが，R12 において CABk が生じたあとでも，測
定する物理量を変更できる．そこで，各粒子の測定設定と原子元にあたる事象が統計的に
独立であるという，C-独立性を要請するのである．
では，C-独立性 Iと IIの違いはなんだろうか．すでに述べたように，Iは IIより強い．
そこで，IIは満たすが Iは満たさないことがありうる．もっとも興味深い違いが生じるの
は次の数学的事実が具体化する状況であろう．
事実 1. 粒子 1と粒子 2，それぞれにたいする測定装置の設定が統計的に独立であり（す
なわち P (xy) = P (x) ¢P (y)），そのうえ，C-独立性 II を満たす（P (xZ) = P (x) ¢P (Z)）
とする．そのとき，C-独立性 Iを満たさない（P (xyZ) 6= P (xy) ¢ P (Z)）ならば，P (y j
xZ) 6= P (y j Z)である．
Proof. 測定装置の設定が統計的に独立であること，および C-独立性 IIを満たすことを仮
定して，対偶，すなわち「P (y j xZ) = P (y j Z)ならば，P (xyZ) = P (xy) ¢ P (Z)であ
る」ことを示す．
P (xyZ) = P (y j xZ) ¢ P (xZ)
= P (y j Z) ¢ P (xZ) [対偶における前件より]
= P (y j Z) ¢ P (x) ¢ P (Z) [C-独立性 IIより]
= P (y) ¢ P (x) ¢ P (Z) [C-独立性 IIより]






える．C の原子元のどれか一つに対応する事象が R12 において生じるとしよう．もし C-
独立性 IIは満たすが Iを満たさない場合，その事象が生じた後に，粒子 1の装置の設定
を変えると，粒子 2の設定の確率に変化が生じることになってしまう．
以上のことは，C-独立性 II だけでなく I も満たすべきと考える強い根拠を与える．し
かし次の 2.2.2節において，いくつかの適切な条件のもとでは C-独立性 Iを満たす共通原
因モデルが存在しない，ということが数学的に示される．もし共通原因アプローチを続け
るならば，なんらかの条件をなくすか，弱める必要がある．そこで，2.2.3節では，C-独





確率空間 (B; P )と述べるとき，その確率空間における性質（28頁参照）と，その確率空
間における仮定（34頁参照）が成立していることを含意する．）
問題 1. １重項状態にある粒子対について，各測定装置が，パラレル設定（µab = µa0b0 =
µa00b00 = 0）をなす三つのスピン成分（a; a0; a00; b; b0; b00 の三つのパラレル設定）を測定
可能であるとする．そのとき，古典確率空間 (B; P )を，次の三つの要請を満たす遮蔽因
子を含む古典確率空間 ( ~B; ~P )へと拡張できるのか？
共通原因 fCXYi gi2IXY は条件付相関4xy(XY )の遮蔽因子である．
非局所的文脈-独立性 P (X j xy CXYi ) = P (X j xCXYi )
P (Y j xy CXYi ) = P (Y j y CXYi )
C-独立性 I fCXYi (i 2 IXY ) j X = A;A0; A
00
; Y = B;B0; B00g によって生成される ¾
完備なブール束 C の任意の原子元 Z について







さて，一般に次のことが成立する．二つの事象 E1 と E2 の間に完全（反）相関があ
るとしよう．すなわち，P (E2 j E1) = P (E?2 j E?1 ) = 1 である（反相関の場合は，
P (E2 j E1) = P (E?2 j E?1 ) = 0であり，よって P (E?2 j E1) = P (E2 j E?1 ) = 1である）
としよう．そのとき，よく知られているように，その相関の遮蔽因子 fCigi2I が存在する






事実 2. 1 重項スピン状態にある粒子対にたいし同一スピン成分を測定する（すなわち，
粒子 1 については Sx を，粒子 2 については Sy を測定し，ただし µxy = 0 である）と
し，その条件付相関 4xy(XY ) の遮蔽因子 fCXYi gi2IXY が存在する（すなわち，共通
原因が成立する）とする．さらに，非局所的文脈‐独立性が成立するとする．そのとき，
P (CXYi ) 6= 0である任意の i 2 IXY について，
P (X j xCXYi ) =0 かつ P (Y j yCXYi ) = 1
あるいは
P (X j xCXYi ) =1 かつ P (Y j yCXYi ) = 0
となる．そのうえ，
CX ´ _i2IX CXYi (ここで，IX ´ fi 2 IXY j P (X j xCXYi ) = 1 g);
CY ´ _i2IY CXYi (ここで，IY ´ fi 2 IXY j P (Y j yCXYi ) = 1 g):
と定義すると，P (CXCY ) = 0 かつ P ((CX)?(CY )?) = 0となる．
Proof. P (CXYi ) 6= 0である任意の i 2 IXY について，次の等式が成立する*21．
*21 細かい点になるが，本文でこれからみる式変形 2番目の等号で条件付確率の定義可能性について疑問をも
40
0 = P (XY j xy) [完全反相関より]
= P (XY j xyCXYi ) [P (XY xyCi) · P (XY xy) = 0より]
= P (X j xyCXYi ) ¢ P (Y j xyCXYi ) [共通原因より]
= P (X j xCXYi ) ¢ P (Y j yCXYi ) [非局所的文脈-独立性より]
よって，
P (X j xCXYi ) = 0 あるいは P (Y j yCXYi ) = 0
である．同様の議論を，0 = P (X?Y ? j xy)から始めると，
P (X? j xCXYi ) = 0 あるいは P (Y ? j yCXYi ) = 0
であることもわかる．
これら二つのことから，次のようにして
P (X j xCXYi ) = 0 ならば P (Y j yCXYi ) = 1
と結論できる．まず，P (X j xCXYi ) = 0とする．そのとき，P (X? j xCXYi ) = 1であ
る．すると，前段落最後で述べたように，P (X? j xCXYi ) か P (Y ? j yCXYi ) は 0 なの
で，P (Y ? j yCXYi ) = 0である．そのとき，P (Y j yCXYi ) = 1である．
同様にして，
P (Y j yCXYi ) = 0 ならば P (X j xCXYi ) = 1
であることも結論できる．
以上のことから，P (CXYi ) 6= 0であるとき，
P (X j xCXYi ) =0 かつ P (Y j yCXYi ) = 1
あるいは
P (X j xCXYi ) =1 かつ P (Y j yCXYi ) = 0
であることがわかる．
次に，上述のように定義された CX と CY について，P (CXCY ) と P ((CX)?(CY )?)
の値が 0 であることを示す．前段落でわかったことから，明らかに CXCY = ; で
つかもしれない．しかし，まず仮定より P (CXYi ) 6= 0．そのとき，条件付相関の遮蔽因子の条件 3の前
半より，P (CXYi xy) 6= 0なので，定義可能である．
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ある．よってその確率は 0 である．続けて，P ((CX)?(CY )?) = 0 を示す．CXYi ·
(CX)?(CY )? とする．そのとき，P (CXYi ) = 0である．なぜなら，P (CXYi ) 6= 0とする
と，P (X j xCXYi )と P (Y j yCXYi )の値は 0か 1であることと，CX，CY の定義から，
P (X j xCXYi ) = P (Y j yCXYi ) = 0となるが，すでにみたようにそのような CXYi は存





命題 3. 1 重項スピン状態にある粒子対にたいし，3 つのパラレル設定 (µab = µa0b0 =
µa00b00 = 0) を含むスピン測定を行い，そのうえ粒子 1 と 2 の測定装置の設定は統
計的に独立である（すなわち，P (xy) = P (x) ¢ P (y)）とする．また，条件付相関






Proof. 事象の集合 D を次のように定義する．




k (i 2 IAB ; j 2 IA











3 条件（30 頁参照）のなかで，条件 1 と 2 を満たすことは明らかであろう．3 番目の条
件，すなわち，任意の D 2 D について，P (D) 6= 0 であるとき，P (ab00D) 6= 0であり，
そのうえ等式
P (AB00 j ab00D) = P (A j ab00D) ¢ P (B00 j ab00D) (9)
が成立することをみていこう．
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P (D) 6= 0 であるとする．まず P (ab00D) 6= 0 を示したいのだが，C-独立性 I より
P (ab00D) = P (ab00) ¢ P (D)なので，P (ab00) 6= 0を示せば十分である．さて，P (a) 6= 0
および P (b00) 6= 0 であった．すると，2 粒子それぞれの装置の設定の統計的独立性より
P (ab00) 6= 0である．よって，P (ab00D) 6= 0であり，事象 ab00Dによって条件付けられた
条件付確率は定義可能である．
次に等式 (9)を示す．まず，
CA ´ _i2IA CABi (IA ´ fi 2 IAB j P (A j a ^ CABi ) = 1 g);
CB
00 ´ _k2IB00 CA
00B00
k (I
B00 ´ fk 2 IA00B00 j P (B00 j b00 ^ CA
00
B00
k ) = 1 g):





















P (A j aCABi ) = 1かつ P (B00 j b00CA
00B00
k ) = 1である．一般に，任意の事象 E1，
E2，E3 について，E1 · E2 かつ P (E3 j E2) = 1であるとき，P (E1) 6= 0ならば
P (E3 j E1) = 1である．すると，ab00D · aD · aCABi なので，P (A j ab00D) = 1
である．同様に，ab00D · b00D · b00CA00B00k なので，P (B00 j ab00D) = 1 である．
そのとき，P (AB00 j ab00D)の値は 1以外ありえない．よって，等式 (9)の両辺は
共に 1であり，等号が成立する．





CABi · (CA)? である場合について証明する．そのとき，P (A j aCABi ) = 0 で
ある*22．よって，P (AaCABi ) = 0である．また，AB00ab00D · AaCABi なので，
P (AB00ab00D) = 0 であり，等式 (9)の左辺 P (AB00 j ab00D)の値は 0である．一
方，Aab00D · AaCABi なので，P (Aab00D)の値も 0であることから，等式 (9)の
右辺の値も 0となり，等号が成立する．
D が四つの条件付相関について命題 2の条件 1を満たすこと




k 2 D が命題 2
の条件 1-(a)を満たすこと，すなわち
P (A j ab00D) = P (A j aD) (10)




² CABi · CA である場合
等式 (10)の両辺はともに 1であり，等号が成立する．
² CABi · (CA)? である場合
等式 (10)の両辺はともに 0であり，等号が成立する．
D の任意の元が命題 2の条件 2を満たすこと








空間 (B; P )を，三つの要請（共通原因，非局所的文脈-独立性，C-独立性 I）を満たす遮蔽




た．だが，前節で明らかになったように，命題 1の 5番目の条件を C 独立性-Iへと強め






² 時空領域 R1 における測定装置の設定と時空領域 R2 における測定装置の設定は統
計的に独立である．
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² R1 における測定装置の設定，R2 における測定装置の設定は，それぞれ，R12 にお
いて生じる事象 Z 2 C と統計的に独立である．
そのとき，次の命題が示される．
命題 4. 1 重項スピン状態にある粒子対にたいし，3 つのパラレル設定 (µab = µa0b0 =
µa00b00 = 0) を含むスピン測定を行い，そのうえ粒子 1 と 2 の測定装置の設定は統
計的に独立である（すなわち，P (xy) = P (x) ¢ P (y)）とする．また，条件付相関






P (A0B00 j a0b00) · 1
P (b00)




P (B? j b)¡ P (A0?B? j a0b)
Proof. CA, CA
0



























fP (CA0(CB)?b00) + P ((CA)?CB00a0)g
¸ 1
P (a0b00)










後から二つ目の等号は，事実 2で示したように P (CACB) = 0かつ P ((CA)?(CB)?) = 0















































fP (a(CA)?)¡ P (ab00(CA)?(CB00)?)g:
(14)
が得られる．
さて，事実 2 でみたように，(µxy = 0) なるパラレル設定に二つの装置があるとき，
P (CXYi ) 6= 0である任意の i 2 IXY について，
P (X j xCXYi ) = 1 か 0;
P (Y j yCXYi ) = 1 か 0
であった．このことと CX と CY の定義から，次の等式が導かれる．
P (X j xCX) = 1 かつ P (xCX j X) = 1;
P (Y j yCY ) = 1 かつ P (yCY j Y ) = 1;
P (xX? j x(CX)?) = 1 かつ P (x(CX)? j xX?) = 1;
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P (yY ? j y(CY )?) = 1 かつ P (y(CY )? j yY ?) = 1;
（ここで， (x;X) = (a;A); (a0; A0); (y; Y ) = (b;B); (b00; B00)である．）一般に，二つの
事象 E1 と E2 について， P (E2 j E1) = 1かつ P (E1 j E2) = 1 であるならば，任意の事


















00 j a0b00) = P (A0B00 j a0b00) (15)
である．
また，不等式 (14)の右辺第 1項，第 2項については，それぞれ，
1
P (a0b)












fP (aA?)¡ P (ab00A?B00?)g
(17)
不等式 (14)に (15)，(16)，(17)を代入し，二つの測定装置の設定の統計的独立性と C
独立性-IIを用いると，
P (A0B00 j a0b00) · 1
P (b00)































































となるが，この不等式はいつでも成立するわけではない． 89  P (a
0) かつ 89  P (b
00)で
あるとしよう．そのときその不等式は破れることになる．
命題 4 の不等式は，結合系が「1 重項状態」という特殊な状態にあるときに，共通原
因，非局所的文脈-独立性，C-独立性 IIを用いて，導出された．この不等式が破れる場合
には，量子力学の現象的確率を表現する古典確率空間 (B; P )を，三つの要請（共通原因，
非局所的文脈-独立性，C-独立性 II）を満たす遮蔽因子を含む古典確率空間 ( ~B; ~P )へと拡
張することは不可能であり，それらの要請を満たす共通原因モデルは存在しない．
命題 3と命題 4で，それぞれにおいて，量子力学的確率と不整合な不等式を導出した．
それぞれの不等式の導出に用いた条件は，命題 3 では C 独立性-I を用い，命題 4 では C






































































































粒子 2は第三の系と t0 から t1 まで（厳密には，t0 から t1 までの開区間）相互作用す





jsz = +i1 ­ jsz = ¡i2
¡ 1p
2




系の状態は分離させて考えることができる．そこで，t0 において粒子 1 にたいしスピン




ト空間上で）作用するユニタリ作用素 U(t0;t1) によって与えられる．そのとき，粒子 1を






jsz = +i1 ­ U(t0;t1)
¡jsz = ¡i2 ­ jÁ0i3¢
¡ 1p
2
jsz = ¡i1 ­ U(t0;t1)
¡jsz = +i2 ­ jÁ0i3¢
である．すると，相互作用直後にスピン Z 成分を測定しても，測定結果が +~=2 ，¡~=2
となる確率は，それぞれ 1=2となり，その確率に変化はないことがわかる．
いまのところの結論は，粒子 2 の状態をどのように変えようとも（粒子 2 と第三の系








に過ぎない．より一般には次のことを証明できる．二つのヒルベルト空間 H1 と H2 か
らなるテンソル積ヒルベルト空間 H1 ­ H2 を考えよう．これは 2 粒子系の状態空間で
ある．f³igi，f´jgj は，それぞれ H1，H2 の完全正規直交系であるとする．そのとき，
f³i ­ ´jgi;j はH1 ­H2 の完全正規直交系となる．そこで，テンソル積空間に属する任意
の状態は， X
i;j
®ij³i ­ ´j (ただし
X
i;j
j®ij j2 = 1)
のように表示できる．「1重項状態」を含む，どのように「エンタングル」したいかなる状
態も，すべて上式のように表示されることに注意してほしい．
時刻 t0 における 2粒子系の状態が
P
i;j ®ij³i ­ ´j であるとする．粒子 2と相互作用す
る第三の系の状態空間をH3 と表す．第三の系は時刻 t0 に状態 Á0 にあり，粒子 2と第三
の系は開区間 (t0; t1)において相互作用し，その間の時間発展はH2­H3 上のあるユニタ















しい．一般に，結合系 I + IIのある状態ベクトル © 2 HI ­HII が与えられたとき，その
状態が，HI 上のそれぞれの自己共役作用素に与えるのと同じ確率を与える系 Iの状態ベ
クトル Á 2 HI が存在するとは限らない．すなわち，系 I + IIのある状態ベクトル ©が与
えられたとき，系 Iのある状態ベクトル Áが存在し，HI 上の任意の自己共役作用素X に
ついて，等式
(©; X ­ I©)I+II = (Á; XÁ)I
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を満たす，ということが成立しないことがある（ここで，左辺は HI ­ HII 上の内積を，
右辺は HI 上の内積を表す）．例えば，「1重項状態」には，そのような要件を満たす，片
方の粒子の状態ベクトルは存在しない．しかし，そのようなときでも密度作用素ならば与
えることができる．実際，任意の状態ベクトル © 2 HI ­HII には，すべての HI 上の自
己共役作用素 X について，等式
(©; X ­ I©)I+II = Tr(WX)I
が成立する系 Iの密度作用素W が存在し，そのうえそのような密度作用素は一意である
（ここで，左辺はHI­HII 上での内積を，右辺はHI 上のトレースを表す）．この一意存在
する密度作用素W を実際に算出するには次のようにすればよい．まず，系 I + IIの状態
ベクトル ©を密度作用素表示 D©（これは，f©gが張る 1次元部分空間の上への 1次元








1の密度作用素W (t0)が一意存在し，H1 上の任意の自己共役作用素 X について，等式
(ª(t0); (X ­ I ­ I)ª(t0)) = Tr(W (t0)X)
を満たす．次に，ª(t1)についても，同様に，粒子 1の密度作用素W (t1)が一意存在し，
H1 上の任意の自己共役作用素 X について，等式
(ª(t1); (X ­ I ­ I)ª(t1)) = Tr(W (t1)X)
を満たす．ここで，実際にW (t0)とW (t1)を算出するには，ª(t0)と ª(t1)，それぞれ















































るだろう．また，以下で任意の事象 E について，E が生じなかったという「事象」を E?
と表記する．
R1 が因果的に閉じているための必要条件 次の二つの条件を満たす，R1 における事象
E1 と R2 における事象 E2 は存在しない．
条件 1 P (¡ & E2) 6= 0，かつ P (¡ & E?2 ) 6= 0である．
条件 2 P (E1j¡ & E2) 6= P (E1j¡ & E?2 )である．
それぞれの条件を設定する動機は次の通りである．条件 1 は条件 2 を有意味とするため
の「ただし書き」のようなものである．これにより条件 2の条件付確率は有意味となる．
いうまでもなく，重要なのは条件 2である．確率論で成立する等式
P (E1j¡) = P (E1j¡ & E2)P (E2j¡) + P (E1j¡ & E?2 )P (E?2 j¡)
から容易にわかるように，この条件は
条件 20 P (E1j¡ & E2) 6= P (E1j¡)
と等価である．そこで，条件 2を満たす事象 E1 と E2 が存在するならば，その事象は条
件 20 も満たすこととなる．条件 2を設定する動機は，もし R2 におけるある事象 E2 を条
件付確率の条件 ¡に付け加えることで R1 における事象 E1 の確率が変化するならば，¡
は E1 の原因としては不十分である，というものである．もちろん，確率の値が変化する
といっても，その値が大きくなる場合と小さくなる場合がある．大きくなるならば，E2









子を準備し，粒子 1にたいしては R1 上で，粒子 2にたいしては R2 上で，スピン測定が
行われるとする．R1 の過去光円錐と R2 の過去光円錐との共通部分上で，すなわち 52頁
の図でいうと R12 上で値が指定される隠れた変数 ¸によって，それぞれの粒子にたいす
る測定結果が一意に定まるような局所的な隠れた変数理論は存在しない．一方，局所性を
満たさない隠れた変数理論なら存在しうる．例えば R12 上で値が指定される変数 ¸の値
と R2 におけるスピン測定装置の設定（どのスピン成分を測定するか）とによって R1 に
おける測定結果が一意に決まるような，非局所的な隠れた変数理論は存在する*25．この
ようなタイプの隠れた変数理論において上述の二つの条件を満たす E1 と E2 が存在する．
このことを以下でみていく．
具体的に E1，¡ ，E2 をそれぞれ次のような事象とすれば上述の二つの条件を満たす．
順にみていこう．
E1 について: R1，R2 上の測定装置がスピン Z 成分を測定する設定になっていること
を，それぞれ Z1，Z2 と表記し，それらの測定結果を+1，¡1，+2，¡2 と表す．粒
子 1にたいするスピン Z 成分の測定結果，すなわち +1（あるいは ¡1）を E1 と
して考えよう．
¡について: すでに述べたように ¡ は R1 の過去光円錐内において生じたすべての出来
事であった．いま考えている状況は，変数 ¸ の値は過去光円錐の共通部分 R12 に








E2 について: 「粒子 2にたいするスピン測定装置の設定が Z 成分を測定するようになっ
ていること」，すなわち Z2 を E2 としてとる．
最後に，R2 における粒子 2の測定装置の設定は，粒子対が粒子源を離れる段階では決
まっていないことを仮定する．粒子 2 にたいしどのスピン成分を測定するかは粒子 2 が
粒子源を離れた後でも（粒子 2が R12 の外にあるときでも）変更可能なので，このように
仮定することに問題はない．
以上で述べたように E1 と E2 をとると上述の二つの条件は満たされる．まず，条件 1
について考えよう．繰り返しになるが，粒子 2にたいしどのスピン成分を測定するかは，
粒子 2が R12 を離れた後でも変更可能である．したがって R12 上でなにごとが生じるか
だけでは，さらにはR1の過去光円錐においてなにごとが生じるかを特定するだけでは，粒
子 2にたいしどのスピン成分を測定するのかは決まらない．それゆえ P (¡ & E2) 6= 0，
かつ P (¡ & E?2 ) 6= 0であり，条件 1を満たす．
次に，条件 2（条件 20）について考えよう．考察している非局所的隠れた変数理論では，
R12 で指定される変数 ¸ の値と R2 におけるスピン測定装置の設定（どのスピン成分を
測定するか）とによって，R1 におけるスピン測定の結果が決まった．したがって，確率




















E1 について: 事例分析 1と同じように，粒子 1にたいするスピン Z 成分の測定結果，す
なわち +1（あるいは ¡1）を E1 として考える．
¡について: ¡には，粒子源において 2粒子が「1重項状態」に準備されたことや，粒子
1 が測定装置に障害なく到達することに関わるあらゆる出来事が含まれる．また，
事例分析 1と同じように，粒子 1の測定装置の設定がスピン Z 成分を測定するよ
うになっていること（すなわち Z1）も，¡に含まれているとする．
E2 について: 事例分析 1と異なり，事象 E2 として，「スピン Z 成分を測定する設定に
なっていて，粒子 2の測定装置が測定結果 ¡2 を表示する」，すなわち Z2 & ¡2
をとる．
このとき，事象 E1 と E2 は上述の 2条件を満たす．条件 1については事例分析 1と同
じである．粒子 2にたいしどのスピン成分を測定するかは粒子 2が R12 を離れた後でも
変更可能なので，P (¡ & E2) 6= 0，かつ P (¡ & E?2 ) 6= 0である．
次に，条件 2についてみていこう．P (+1j¡)の値は 1=2である．これは，「1重項状態」
に準備した 2粒子系の一方にたいするスピン測定について，量子力学自体が与える予測か





































































































定値は +~=2か ¡~=2の二つのどちらかであり，各スピン成分は 2次元ヒルベルト空間上
の自己共役作用素によって，スピン状態はその空間に属するノルム 1のベクトルによって
表された．一方，これから紹介する議論では，スピン 1=2でなく，スピン 1の粒子を具体
例に用いる．スピン 1の粒子の場合，各スピン成分の測定値は +~か 0か ¡~の三つのど
れかであり，各スピン成分は 3次元ヒルベルト空間上の自己共役作用素によって，スピン
状態はその空間に属するノルム 1 のベクトルによって表される．スピン 1 の場合のスピ
ン物理量と状態について，これからの議論で必要とする事項を確認しておこう．
物理空間（3次元実-空間）において直交系 (x; y; z)をとり，その直交系での各スピン成
分を jx，jy，jz と表記する．すでに述べたように，それらはそれぞれ 3次元ヒルベルト空
間上で作用する自己共役作用素によって表され，その固有値は +~，0，¡~である．以下
では表記を簡略化したいので ~ = 1とする自然単位系を用いる．そのとき，固有値は¡1，




0@0 1 01 0 1
0 1 0
1A ; jy ! 1p
2
0@ 0 i 0¡i 0 i
0 ¡i 0
1A ; jz !
0@¡1 0 00 0 0
0 0 1
1A





ことを示せばよい．まず，それぞれのスピン成分の固有値が 0である固有状態 jjx = 0i，
jjy = 0i，jjz = 0i を，正規直交基底 fjjz = ¡1i; jjz = 0i; jjz = +1igを用いて数ベク
トル表示すると次のようになる．

















0@0 0 00 1 0
0 0 1
1A ; (jy)2 !
0@1 0 00 0 0
0 0 1
1A ; (jz)2 !








K[x;y;z] ´ (jx)2 ¡ (jy)2
を導入しよう．この作用素は 3次元実空間における相互に直交する三つの方向 (x; y; z)ご
とに定義される．定義式には jz は現れないが，x方向と y 方向を指定すると z 方向は一
意に定まる．正規直交基底 fjjx = 0i，jjy = 0i，jjz = 0igを用いてK[x;y;z] を行列表示す
ると，
K[x;y;z] !
0@0 0 00 1 0
0 0 1
1A¡
0@1 0 00 0 0
0 0 1
1A =






K[x;y;z]jjx = 0i = (¡1)jjx = 0i; K[x;y;z]jjy = 0i = (+1)jjy = 0i;
K[x;y;z]jjz = 0i = (0)jjz = 0i
となることがわかる．
スピン成分を表す自己共役作用素，その 2 乗作用素，そして K[x;y;z] はどのような関
係にあるのだろうか．z 成分を具体例に，jz，(jz)2，K[x;y;z] の関係をみていこう．ま
ず，jz と K[x;y;z] は非可換な極大自己共役作用素である．ただし，jz を対角化する正規
直交基底 fjjz = ¡1i; jjz = 0i; jjz = +1ig と，K[x;y;z] を対角化する正規直交基底
fjjx = 0i; jjy = 0i; jjz = 0igには，ともに jjz = 0iが含まれる．それら二つの作用
素は固有状態として jjz = 0iを共有するのである．下の図 7はこの直観的理解を助ける
だろう．(jz)2 の固有値は 0と 1であるが，固有値 1は縮退していたのだった．固有値 1













jjz = +1i1 ­ jjz = ¡1i2 + jjz = ¡1i1 ­ jjz = +1i2






jªi = ¡ 1p
3
³
jjx = 0i1 ­ jjx = 0i2 + jjy = 0i1 ­ jjy = 0i2
























































のように，和の形に一意に分解される．（ここで M は A の異なる固有値の個数である．
もし Aが極大自己共役作用素ならば，すなわち縮退した固有値がないならば，M はヒル








のように定義される．ただちに明らかなように，自己共役作用素 B が Aの関数であると
き，すなわち B = f(A)であるとき，Aと B は可換となる．
具体例を挙げよう．4.1節で導入した作用素 jz，K[x;y;z] と (jz)2 思い出そう．(jz)2 は，
jz とK[x;y;z] それぞれの関数である．まず，jz のスペクトル分解は





となる．jz のスペクトル f¡1; 0;+1gから実数への関数 f を用いて jz の関数 f(jz)は
f(jz) ´ f(¡1)P z¡1 + f(0)P z0 + f(+1)P z+1
と定義される．例えば，関数 f が具体的に f(¡1) ´ +1; f(0) ´ 0; f(+1) ´ +1（要す
るに，インプットの 2乗をアウトプットする関数）であるとき，f(jz) = (jz)2 となる．同
様に，(jz)2 はK[x;y;z] の関数でもある．
さて，準備ができたので FUNC を紹介しよう．
FUNC 二つの物理量（自己共役作用素）Aと B について，B が Aの関数であるならば，
すなわち B = f(A) であるならば，それらに付与される値の間にも [B] = f([A])
という同様の関数的関係が成立する．
FUNC を課す動機をみる前に，まず次のことを注意しておきたい．FUNC はスペクトル




つの方法は，Aを測定しその値に関数 f を適用するというものである．例えば，(jz)2 を
測定する一つの方法は jz を測定し，その測定値を 2乗することである．広く認められて








次に，FUNC から帰結することをみていこう．まず，次の「和の規則」が FUNC から
導出される．
和の規則 物理量 Aと B が可換であるとき，[A+B] = [A] + [B]である．









ci と表記する．そのとき，C のスペクトルから実数へのある関数 f と g が
存在して A = f(C)，B = g(C)であり，Aと B はともに C の関数となる．さらに，次
の等式が成立する．

















（ここで 4番目の等号は，新たに C のスペクトルから実数への関数 hを各固有値 ci につ
いて h(ci) ´ f(ci) + g(ci)と定義したことによる．）よって A+B = h(C)であり，それ
らは作用素として同一なので
[A+B] = [h(C)] (21)
となる．一方，
[A] + [B] = [f(C)] + [g(C)]




[A] + [B] = [h(C)] (22)
である．(21)と (22)より和の規則が成立することがわかる．
続けて，このようにして得られた和の規則を射影作用素に適用しよう．fPigMi=1（ここ






















クトルに属する値であった．単位作用素 I の固有値は 1 のみなので [I] = 1 である．一
方，射影作用素の固有値は 0か 1なので，等号の右辺の各射影作用素がとりうる値は 0か
1である．よって，スペクトル射影 fPAaigMi=1 に属する射影作用素の一つだけに 1が，残
りすべてには 0が付与されることになる．したがって，もしすべての物理量（自己共役作





















































図 9.1 　 (
p



































図 9.2 　灰色の 2点のぬり分けを考える．この 2点と白くぬられた四角の点は相互に直





































































































ぞれの方向に対応するスピン成分 jx，jy，jz を考えよう．それらのスピン成分は 3次元
複素ヒルベルト空間上で作用する自己共役作用素によって表されることに注意してほし
い．4.1節で説明したように，それらの自己共役作用素はそれぞれ縮退のない三つの固有
値 f+1; 0;¡1gをもち，なかでも各スピン成分の固有値 0の固有状態 jjx = 0i，jjy = 0i，
jjz = 0iは相互に直交するのであった．よって三つの 1次元射影作用素 P jx0 ，P jy0 ，P jz0
も相互に直交する（どの二つの射影作用素の積も 0となる）．要するに，3次元実空間に




















































*29 例えば，レッドヘッドの教科書 [40]の 5章を参照．
75
にも答えられないだろう．というのも，P +Q，PQ+QP や PQP といった量が
どのようにして測定されうるのかわからないのである．実際，明らかにほとんどの
作用素は測定できないのである（文献 [50]の p. 369）*30．
ウィグナーは位置 Qや運動量 P から構成される量を例に疑問を述べたが，同様の疑問
は，スピン 1 の状態空間（3 次元ヒルベルト空間）上の自己共役作用素にも生じる．4.1
節で導入した自己共役作用素

























のそれぞれについて 4.1節で導入した自己共役作用素K[x;y;z] ´ (jx)2¡ (jy)2 を定義でき
る．この作用素を導入した際に説明したように，それは三つの固有値 ¡1，0，+1をもつ
極大自己共役作用素で，相互に直交する三つの状態 jjx = 0i， jjy = 0i，jjz = 0i がそれ
ぞれ各固有値の固有状態となり，そのスペクトル分解は



















FUNC を思い出そう．それは，B が Aの関数であるとき，B の値は Aの値に関数 f
を適用した値でなければならない，という要請であった．
FUNC : B = f(A) ) [B] = f([A])
関数的関係にある二つの自己共役作用素は可換である．そこで，可換な物理量に課される
制約である FUNC は無害であると考えるかもしれない．しかし実際には，FUNC を介
して非可換な物理量の値にも制約が課される．
そのようなことは，次のときに典型的に生じる．スピン 1の状態空間上の自己共役作用
素 jz，(jz)2 とK[x;y;z] を思い出そう．jz とK[x;y;z] は非可換だが，(jz)2 はそれぞれの関
*32 16に加えるのは 33でなく 16の 3倍の 48でないか，と考えるかもしれない．それは誤解である．16個
の極大自己共役作用素のスペクトル射影は重複しているので 48ではない．
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数であった．より一般的にいうと，自己共役作用素 Aと C が非可換だが，縮退した固有
値をもつ自己共役作用素 B は Aと C それぞれの関数となることがある．それらの関数的
関係をそれぞれ適当な関数 f と g を用いて B = f(A)，B = g(C)と表す．
f(A) = B = g(C) (24)
ということである．それぞれの関数的関係に FUNC を適用すると，非可換である Aと C
の値は B の値を介し次の等式を満たさねばならないことがわかる．
f([A]) = [B] = g([C]) (25)
ここで FUNC と値付与の不可能性との密接な関係をより明瞭にしておきたい．そのた
めに，値付与の不可能性という前節までで説明した事態をこれまでとは異なるやり方で説
明しよう．そのやり方では FUNC の役割がより強調され，和の規則は登場しない．図 11
3次元実-空間 3次元複素-空間（イメージ）
図 11
左のような関係にある二つの直交三つ組 (x; y; z)，(x0; y0; z)を考える．それらは方向 zを
共有している．それぞれの直交三つ組に対応する K[x;y;z] と K[x0;y0;z] を考えよう．右の
図にはそれら二つの自己共役作用素それぞれのスペクトル射影の値域が描かれている．二
つの作用素はスペクトル射影 P jz0 を共有している．これは二つの直交三つ組が z 方向を
共有したことの結果である．すでに説明したようにスペクトル射影はもとの自己共役作用
素の関数なので，P jz0 は K[x;y;z] と K[x0;y0;z] それぞれの関数である．そこで，この二つ
の関数的関係に FUNC を適用すると，K[x;y;z]，P
jz











（論文 [6] 参照．この論文は文献 [8] に再録されており，引用箇所はその文献の p.
9)．
ベルがいいたかったことを，上の等式 (24)を満たす自己共役作用素 A，B，C を用いて説
明しよう．すでにみたように，FUNC を受け入れると，それら三つの物理量の値は等式
(25) の制約を課される．だが，ベルはそのことに疑問をもった．B を測定する二つのや
り方を考えよう．一つは Aを測定しその測定値に関数 f を適用する方法であり，もう一
つは C を測定しその測定値に関数 g を適用する方法である．等式 (25)は，（確定した値
について，見解 Iと見解 IIのどちらをとるにせよ）それら二つの方法で得られる値は同じ
であるという．しかし，Aと C は非可換であり，それらを同時測定できない．すると，A
を測定するという文脈で得られる B の値と，C を測定するという文脈で得られる B の値

















つは見解 Iをとる回避策である．なお引き続き，A，B，C は等式 (24)を満たす自己共役
作用素で，Aと C は非可換であり，それぞれ極大であるとする．
ベル: 見解 IIをとる回避策．Aを測定する文脈，C を測定する文脈など，測定文脈ごと
に B の測定値はあらかじめ決まっている．A-測定の文脈での B のあらかじめ決
まっている測定値と，C-測定の文脈での B のあらかじめ決まっている測定値とが
一致している必要はない．（文献 [6]参照）
ファン・フラーセン: 見解 Iをとる回避策．量子力学における B は，文脈 A，文脈 C な
ど各文脈に応じて本当は異なる複数の物理量（B<A> や B<C> と表記する）を同






































大自己共役作用素 X の関数であり，Y は文脈として X をとりうるとする．




するものである．自己共役作用素 Y，Z はともに極大自己共役作用素 X の関数であり
（Y = f(X)，Z = g(X)），それらはともに文脈として X をとりうるとする．
文脈内の FUNC Z は Y の関数（Z = h(Y )）であるとき，
[Z]<X> = h([Y ]<X>)
である．
この「文脈内の FUNC」により，文脈 < X >における X，Y，Z の値は相互に無関係
でなく，それぞれの値に応じて満たすべき制約が課されることになる*36．仮にこの制約
がなかったとしよう．そのとき，Y と Z を同時測定する方法の一つは X を測定しその測
*35 より正確には，極大自己共役作用素ごとに文脈を考える必要はない．同一のスペクトル射影をもつ極大自
己共役作用素からなる集合ごとに文脈を考えれば十分である．
*36 「文脈内の FUNC」において，Y として X 自身をとることもできる．そのとき，文脈 < X > におけ






共役作用素 X の関数であり，それらはともに文脈として X をとりうるとする．
文脈内の和の規則 [Y + Z]<X> = [Y ]<X> + [Z]<X> である．
この規則を極大自己共役作用素 X のスペクトル射影に繰り返し適用すると，次の規則が
得られる．












X の 1次元スペクトル射影すべての和は単位作用素 I であった．その和に「加法的真理
値付与」を適用すると，
[I]<X> = [PXx1 ]<X> + [P
X
x2 ]<X> + ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢+ [PXxN ]<X>








引き続き，関数的関係 f(A) = B = g(C)にある三つの自己共役作用素 A，B，C を例に













が ak であることと，C の測定結果が ck であることとの間には完全相関があることがわ
かる．
次のような，少々変則的な Aと C の連続測定を考える．系 Iは対象系，系 IIは対象系
の物理量 Aの測定装置（の一部）であり，そのメーター物理量をM とする．t = t0 から
t = t1 まで系 Iと系 IIは相互作用し，系 I+IIの初期状態が，Aの固有状態 jaiiと測定装
置の基底状態（測定相互作用直前の状態）jm0iの積状態であるときには，











この段階で，系 Iの C と系 IIのM の同時測定を行うとしよう．t1 から系 IIのM を
測定すると，t0 における Aの測定値が得られる．これは間接測定であり，まず系 Iと系
IIが，系 Iの状態を系 IIへと写すように相互作用し，続けて第三の系によって系 IIを測
定するのである．t0 からはじまるこの一連のプロセスを A 測定と考えることができる．
すると，このようなM の測定と C の測定を同時に行うと，t0 における Aと t1 における
C の測定結果を比較対照できる．時刻 t1 における系 I+IIの状態から，「Aの測定値が ak
である」確率 Pr(A = ak)，「C の測定値が ck である」確率 Pr(C = ck)，および「Aの
測定値が ak であり，かつ C の測定値が ck である」確率 Pr(A = ak; C = ck)について，
Pr(A = ak; C = ck) = Pr(A = ak) = Pr(C = ck) = j®kj2
83
であることがわかる．そのとき，
Pr(C = ckjA = ak) = Pr(A = akjC = ck) = 1
であり，「Aの測定値が ak である」ことと「C の測定値が ck である」こととの間に完全
相関がある．
もちろん，「文脈依存型の確定値付与」において考えられているのは同じ時刻における
A と C の値である．一方，前段落で述べた連続測定による議論で考えられているのは，
異なる時刻 t0 と t1 における，それぞれ，Aと C の値である．そこで，異なる時刻におけ










以下では，スピン 1の「1重項状態」（65頁の (19)および (20)にあるスピン 1の 2粒
子からなる結合系における，それぞれの粒子のスピン成分を具体例に議論を進める．ま
ず，4.1節で説明した次のことを再確認してほしい．
² 物理空間（3次元実空間）における任意の直交系 (x; y; z)での各スピン成分 jx，jy，
jz は 3次元ヒルベルト空間上の極大自己共役作用素によって表される．
² 各スピン成分の固有値 0 の固有状態 jjx = 0i，jjy = 0i，jjz = 0i は相互に直交
する．
² これら三つの状態は，極大自己共役作用素
K[x;y;z] ´ (jx)2 ¡ (jy)2
の，それぞれ固有値 ¡1，+1，0をもつ固有状態である．







ておきたい．まず 2粒子系における「文脈」の指定についてだが，粒子 1と粒子 2それぞ
れのヒルベルト空間上の極大自己共役作用素からなるペアによって 2粒子系の文脈が指定
されると考える．例えば，粒子 1については文脈 jx を，粒子 2については文脈 jy を考え
る場合，それらの結合系の文脈を < jx; jy >と表記する．文脈 < jx; jy >において，結
合系のヒルベルト空間上の射影作用素（例えば P jx0 ­ P jy0 ）に付与される 0，1は，すな
わち [P jx0 ­ P jy0 ]<jx;jy> の値 0，1は，文脈 < jx; jy >における「粒子 1の jx の値は 0
であり，かつ，粒子 2の jy の値は 0である」という命題の真理値である．
もう一つ具体例を挙げよう．以下の議論では，[I ­ P jy0 ]<jx;jy> のように，個別の粒子
のヒルベルト空間上の単位作用素を用いた形式が頻繁に登場する．このような場合，付与
される 0，1は，文脈 < jx; jy >における，「粒子 1の jx の値はその固有値のどれか一つ
であり，粒子 2の jy の値は 0である」という命題の真理値である．粒子 1について与え
られる情報は自明なものなので（単に固有値に属するどれかの値をとるといっているにす
ぎない），この命題を，文脈 < jx; jy >における「粒子 2の jy の値は 0である」のように
粒子 1についての情報を省略して解釈してよい．
次に，2粒子系における付値が，満たすべきと考えられる二つの条件をみていこう．
局所性 P は粒子 1のヒルベルト空間（H1）上の任意の射影作用素であるとする．また，
X は H1 上の極大自己共役作用素であり，その 1次元スペクトル射影すべての和，
あるいは一部の和として P を表すことができるとする．（よって，X は P の文脈
でありうる．）そのとき，粒子 2のヒルベルト空間（H2）上の任意の極大自己共役
作用素 Y と Y 0 それぞれを用いて指定される文脈について，
















るいは一部の和として P を表せるとする．同様に，Y は H2 上の極大自己共役作
用素であり，その 1 次元スペクトル射影すべての和，あるいは一部の和として Q
を表せるとする．（よって，X と Y はそれぞれ P，Qの文脈でありうる．) 量子論
的状態 j©iによって，P と Qに同時に付与される確率が 0であるならば，すなわ
ち h©jP ­Qj©i = 0であるならば，
[P ­ I]<X;Y > = 0あるいは [I ­Q]<X;Y > = 0
である．
この条件を課す動機は次の通り．この規則が述べている状況では，文脈を考える以前にそ
もそも「P かつ Q」に付与される確率は 0である．そこで，任意の文脈において「P かつ
Q」が真である確率は 0であると考えてよい．そのうえで，任意の文脈において，
「P かつ Q」に付与される確率は 0 ) 「P かつ Q」は偽
) P は偽，あるいは Qは偽
であると解釈しているのである．
さて，以上の準備のもとで，次の命題を示すことができる．





[I ­ P jx0 ]<K[x;y;z];jx> = 1と仮定する．「1重項状態」について hªjP jy0 ­ P jx0 jªi = 0
であり，それに「同時付値の規則」を適用すると，[P jy0 ­ I]<K[x;y;z];jx> = 0 か [I ­
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P jx0 ]<K，[x;y;z];jx> = 0である．だが，仮定より後者の値は 1なので前者の値が 0，すなわ
ち [P jy0 ­ I]<K[x;y;z];jx> = 0である．そのとき「局所性」より，[P jy0 ­ I]<K[x;y;z];jy> = 0
である．このことから容易ではあるが少々面倒な推論の結果，「加法的真理値付与」と「同
時付値の規則」を用いると，[I ­ P jy0 ]<K[x;y;z];jy> = 0となることがわかる．直観的に説
明すると，仮にその値を 1とすると（背理法の仮定），「1重項状態」の相関形式をみると
わかるように [P jy0 ­ I]<K[x;y;z];jy> も 1となるが，その値は 0だったので矛盾が生じると
いうことである．以上より，まず
[I ­ P jx0 ]<K[x;y;z];jx> = 1 ならば [I ­ P jy0 ]<K[x;y;z];jy> = 0
であることがわかる．同様にして
[I ­ P jx0 ]<K[x;y;z];jx> = 1 ならば [I ­ P jz0 ]<K[x;y;z];jz> = 0
であることがわかる．
前段落の議論は [I­P jx0 ]<K[x;y;z];jx>の値が 1の場合についてであった．次にその値が
0である場合を考えよう．再び「局所性」，「加法的真理値付与」，「同時付値の規則」を用い
て，次の結果が得られる．[I­P jx0 ]<K[x;y;z];jx> = 0である場合，[I­P jy0 ]<K[x;y;z];jy>あ
るいは [I ­ P jz0 ]<K[x;y;z];jz> のどちらか一方の値が 1であり，もう一方の値は 0である．
ここまでの議論から，
[I ­ P jx0 ]<K[x;y;z];jx>;
[I ­ P jy0 ]<K[x;y;z];jy>;







ぬり分けは次のように定義すればよい．相互に直交する 3方向 (x; y; z)をとり，各スピ
ン成分 jx，jy，jzを考える．さらに，jxと jyを用いてK[x;y;z]を定義せよ．これらの自己共
役作用素について，二つ前の段落で述べた結論が得られる．そこで，[I­P jx0 ]<K[x;y;z];jx>，
[I ­ P jy0 ]<K[x;y;z];jy>，および [I ­ P jz0 ]<K[x;y;z];jz> への 0，1の付値について，1を付値
された方向を黒に，0を付値された方向を白に塗り分ければよい．例えば，上記三つの付
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x 方向だけを共有する二つの直交三つ組 (x; y; z) と (x; y0; z0) を考えよう．そのとき，x
のぬり分けは二つの直交三つ組それぞれにおいて指定される．だが，二つの直交三つ組に









































定義 3. 最大元 ­と最小元 ;が存在する束 (L;·)に，次の条件を満たす写像 L 3 x 7!
x? 2 L が存在するとき，(L;·;?)を直可補束という．
1. 任意の x 2 Lについて，x _ x? = ­かつ x ^ x? = ; である．
2. 任意の x; y 2 Lについて，x · y ) y? · x? である．
3. 任意の x 2 Lについて，(x?)? = x である．
定義 4. 直可補束 (L;·;?)で，次の分配則が成立するものをブール束という．
任意の x; y; z 2 Lについて，x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z)
任意の x; y; z 2 Lについて，x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z)
である．
次にみるオーソモジュラー束では，分配則が限定付きで成立するように定義される*38．
定義 5. 直可補束 (L;·;?)で，次の条件が成立するものをオーソモジュラー束という．
任意の x; y; z 2 Lについて，x · y かつ x? · z ならば，x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z)








文献 [38]の p. 47の Proposition 3.5を参照）．
事実 3. 任意の直可補束 (L; ·; ?)において，次の二つは同値である．
*38 少し先回りしていうと，ヒルベルト空間上の射影作用素からなる束はオーソモジュラー束だが，射影作用
素がこれから述べる定義における一つ目の条件の前件「x · y かつ x? · z」を満たすとき，それらの三
つの射影は相互に可換となる．
*39 さらにいうと，よく知られているように，任意の束で片側分配則：x _ (y ^ z) · (x _ y) ^ (x _ z) と
x ^ (y _ z) ¸ (x ^ y) _ (x ^ z)が成立するので，等号成立を示すことさえ不要である．
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² 任意の x; y; z 2 Lについて，x · y かつ x? · z ならば，x_(y^z) = (x_y)^(x_z)
である．





定義 6. A と B は ¾-完備なオーソモジュラー束（¾-完備なブール束）であるとする．次
の条件を満たす写像 r : A ! B を ¾-完備なオーソモジュラー束（¾-完備なブール束）間
の ¾-準同型写像という．
1. 任意の a 2 Aについて，r(a?) = (r(a))? である．










ヒルベルト空間を H と表記する．以下，ヒルベルト空間 H を固定して考えていく．
次元は有限でも無限でも構わない．ただし，可分性*40を満たすヒルベルト空間であると
する．
*40 たかだか可算個の元からなる部分集合 S(½ H) で，その集合に属する任意有限個の線形結合すべてから













属する集合 E(2 B(R))をボレル集合と呼ぶ．「物理量 Oを測定し，ボレル集合 E 内に測
定値を得る」という観測命題を [O; E]と表記する．観測命題すべてからなる集合は次の
通りである．
OS ´ f[O; E] j O 2 O; E 2 B(R)g
次に，観測命題に確率を付与したいのだが，それには自己共役作用素の「スペクト
ル表示」とその表示に現れる「1 次元の単位の分解」が必要である．まず「1 次元の
単位の分解」から確認しておきたい．P(H) を H 上の射影作用素全体とする．写像
B(R) 3 E ! P (E) 2 H，すなわちそれぞれのボレル集合に射影作用素を対応づける写
像が，次の 3条件を満たすとき，1次元の単位の分解という．
1. P (;) = 0かつ P (R) = I である（ここで，0，I はそれぞれ 0作用素と単位作用素）．
2. B(R) の可算部分集合族 fEng および E 2 B(R) について，E = [1n=1En，
En \ Em = ;（n 6= m）ならば，






3. 任意の E1; E2 2 B(R)について，P (E1)P (E2) = P (E1 \ E2)である．
B(R) の可算部分集合族 fEng が排他的かつ網羅的，すなわち En \ Em = ;（ただし
n 6= m）かつR = [1n=1En であるとしよう．そのとき，fP (En)gはいかなる射影作用素
の集まりであろうか？まず，fEngが排他的であることと条件 3より P (En)P (Em) = 0
であり，それらの射影作用素は相互に直交していることがわかる．さらに，網羅的である
*41 ここで，s- limは作用素の強収束を表す．H上の作用素列 fAngがAに強収束するとは，任意の Á(2 H)
について limn!1 k AnÁ¡AÁ k= 0となることである．
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ことと条件 1，2より






1 次元の単位の分解 fP (E)jE 2 B(R)g が与えられたとしよう．そのとき，H に属す
る Á，Ã ごとに， 次のようにして可測空間 (R; B(R))上に複素測度を導入できる．






f(¹) d(Á; P (¹)Ã)と表記する．
有限 N 次元ヒルベルト空間において，任意の自己共役作用素 A は固有値の集合
















定理 1. AをH上の任意の自己共役作用素とする．ある 1次元の単位の分解 fPA(E)jE 2





















測命題 [O; E]，すなわち「物理量 O を測定したときに，ボレル集合 E 内に測定値を得
る」が真となる確率 PrÁ(O; E) は，O のスペクトル表示における 1 次元の単位の分解
fPOE jE 2 B(R)gを用いて，
ボルン規則: 　　 PrÁ(O; E) =k POE Á k2
によって与えられる．
ボルン規則による確率を用いて，OS に 2項関係「»」を次のように定義する．









~OS(´ OS= ») と表記し，各同値類を，その同値類に属する観測命題 [O; E] を用いて，
j[O; E]jと表記する．
~OS 上に 2項関係「·」を次のように定義する．




² [O3; E3] 2 j[O1; E1]j
² [O3; E03] 2 j[O2; E2]j
² E3 µ E03
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ボレル集合の包含関係 E3 µ E03 が成立するとき，[O3; E3] が真であるならば，必ず
[O3; E03]も真であると考えてよい，ということである．
j[O1; E1]jと j[O2; E2]jについて上述のように定義した 2項関係が成立することと，






² ~OS は順序 ·によって半順序集合である．
今後，順序「·」というとき，二つの定義を臨機応変に用いることにする．
さらに，この順序関係において ~OS に属する任意の 2 元について，それらの最大下界
と最小上界が存在することを示すことができる．実際，j[O1; E1]jと j[O2; E2]jについて，




射影作用素 P をとると，j[P; f1g]jは，j[O1; E1]jと j[O2; E2]jの最大下界となっている．































うに，任意の状態ベクトル Áについて，PrÁ(O; ¾(O)) = 1である．すると，(26)から，
明らかに j[O; ¾(O)]jは束 ( ~OS; ·)の最大元であることがわかる．とりあえず，Oを固定
して考えたが，もちろん，たとえ O1 6= O2 であっても，j[O1; ¾(O1)]j = j[O2; ¾(O2)]jで
ある．
最小元についても容易に想像がつくだろう．任意の状態ベクトル Á について，
PrÁ(O; ;) = 0 である．すると，やはり (26) から，明らかに j[O; ;]j は束 ( ~OS; ·)
の最小元であることがわかる．最大元のときと同じく，たとえ O1 6= O2 であっても，
j[O1; ;]j = j[O2; ;]jである．以上より，
² 束 ( ~OS; ·)には最大元と最小元が存在する．
次に束 ( ~OS; ·)が直可補束であることをみていこう． ~OS 上の写像「?」を次のように
定義する．
j[O; E]j? ´ j[O; Ec]j
（ここで，Ec は E の実数全体の集合 Rにたいする補集合である．）このように定義した
とき，定義 3の三つの条件を満たすことは容易にわかると思う．以上より，
² ( ~OS; ·; ?)は直可補束である．
さて，直可補束 ( ~OS; ·; ?)において，自己共役作用素を固定して考えると観測命題に
ついて次の事実が成立する．
事実 4. 任意の自己共役作用素 O，任意のボレル集合 E1; E2 について，
1. j[O;E1]j _ j[O;E2]j = j[O;E1 [ E2]j
2. j[O;E1]j ^ j[O;E2]j = j[O;E1 \ E2]j
Proof.（一つ目の等式の証明のみ与える．）すでにみたように，range(POE1)[range(POE2)
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の線形包の上への射影作用素 P について，j[O;E1]j _ j[O;E2]j = j[P; f1g]j であった．
さらに，この射影について，P = POE1 + P
O
E2
¡ POE1POE2 = POE1[E2 と変形できるので，
j[O;E1]j _ j[O;E2]j = j[POE1[E2 ; f1g]jである．また，任意の Á 2 H について，
PrÁ(POE1[E2 ; f1g) =k POE1[E2Á k2= PrÁ(O;E1 [E2)
なので，j[POE1[E2 ; f1g]j = j[O;E1 [ E2]j である．よって，等式 j[O;E1]j _ j[O;E2]j =
j[O;E1 [ E2]jが成立する．
この事実を用いて，直可補束 ( ~OS; ·; ?)がオーソモジュラー束であることをみていこ
う．それには，事実 3より，
j[O1; E1]j · j[O2; E2]j ) j[O2; E2]j = j[O1; E1]j _
¡j[O1; E1]j? ^ j[O1; E1]j¢
が成立していればよい． ~OS上の順序の定義より，j[O1; E1]j · j[O2; E2]jであるとき，ある
O3 2 Oと F; G 2 B(R)が存在して，(i) [O3; F ] 2 j[O1; E1]j，(ii) [O3; G] 2 j[O2; E2]j，
(iii) F µ G を満たす．そこで，O3 を用いて考えよう．そのとき，
j[O3; G]j = j[O3; F ]j _
¡j[O3; F ]j? ^ j[O3; G]j¢
が成立していればよい．右辺からはじめて，事実 4を利用して次のように変形すると左辺
が導出される．
右辺 = j[O3; F ]j _
¡j[O3; F c]j ^ j[O3; G]j¢
= j[O3; F ]j _ j[O3; F c \G]j
= j[O3; F [ (F c \G)]j
= j[O3; G]j
以上より，
² ( ~OS; ·; ?)はオーソモジュラ束である．




すことができるからである．さて，[nrange(POnEn )の線形包を S と表記する．そのとき，
S の上への射影作用素 PS についての観測命題 j[PS ; f1g]jは，fj[On; En]jg(½ ~OS)の最
小上界となっていることを示すことができる．以上より，
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P ·p Q def() range(P ) µ range(Q) P; Q 2 P(H)
2. 順序集合 (P(H); ·p)には，任意の 2元 P; Q 2 P(H)について，それらの最大下
界 P ^p Q，最小上界 P _p Qが存在し，(P(H); ·p)は束である．実際，
（a）range(P ) \ range(Q)の上への射影作用素が P ^p Q，
（b）range(P ) [ range(Q)の線形包の上への射影作用素が P _p Q
となる．
3. 束 (P(H); ·p)には最大元（単位作用素 I）と最小元（0作用素）が存在する．
4. 最大元 I と最小元 0をもつ束 (P(H); ·p)において，P(H)上の写像 ?p を
P?p ´ I ¡ P
と定義すると，この写像によって直可補束 (P(H); ·p; ?p)となる．
以下では，直可補束 (P(H); ·p; ?p)はオーソモジュラー束となること，さらにその束
が ¾-完備であることを概観しよう．なお，以下では，射影束における順序などの記号の添
え字 pを，射影束における記号であることを強調したい場合を除き省略する．
² 直可補束 (P(H); ·p; ?p)はオーソモジュラー束である．
オーソモジュラー束となるには，その定義における条件，
条件 a 任意の射影作用素 P; Q; R 2 P(H)について，P · Qかつ P? · Rなら
ば，P _ (Q ^R) = (P _Q) ^ (P _R)である
を満たせばよい．そして，この条件 aは事実 3でみたように直可補束において，
98
条件 b 任意の P; Q 2 P(H) について，P · Q ならば，Q = P _ (P? ^ Q) で
ある
と同等である．したがって，条件 bを満たすとオーソモジュラー束となるのだが，
この条件を満たすことは直観的には明らかだと思う．なぜなら，P · Q のとき，




ても述べておきたい．条件 a の前件を満たす三つの射影 P; Q; R は相互に可換である．
その理由は次の通り．P · Qかつ P? · R とする．そのとき，明らかに Qと P，P と
R は，それぞれ可換である．ただし，可換関係は推移的ではないので，このことだけか
ら直ちに Q と R が可換とは限らない．しかし，P · Q より Q = P + QP?，さらに，







= PRP +QP? +QP?RP
= RP +QP?
となる．同様に，RQ = RP +QP? となり，Qと Rは可換である．よって，三つの射影
は相互に可換である．条件 aは，そのような射影に限定して分配則を満たすように要請し
ていることになる．
² オーソモジュラー束 (P(H); ·p; ?p)は ¾-完備である*43．
射影作用素からなる可算集合 fPng について，[nrange(Pn) の線形包の上への射
影作用素は，fPngの最小上界となることを証明できる．また，\nrange(Pn) の上
への射影作用素が，fPngの最大下界となっていることも証明できる．
以上より，ヒルベルト空間 H を固定するとき，観測命題束 ( ~OS; ·; ?) と射影束
(P(H); ·p; ?p) はともに，¾ 完備なオーソモジュラー束である．そのうえ，それらは，





² 写像 r が全単射であること:
r(j[O1; E1]j) = r(j[O2; E2]j)であるとする．写像 r の定義より，PO1E1 = PO2E2 であ
る．すると，任意の状態ベクトル Áについて PrÁ(O1; E1) = PrÁ(O1; E1)なので，
j[O1; E1]j = j[O2; E2]j．よって，r は単射である．また，任意の P (2 P(H))につ
いて，観測命題 j[P; f1g]jを構成すると，r(j[P; f1g]j) = P である．よって，r は
全射である．
² r(j[O;E]j?) = POEc :
観測命題束での直補元の定義より j[O;E]j? = j[O;Ec]j．すると，r(j[O;E]j?) =
r(j[O;Ec]j) = POEc となる．
² r(_nj[On; En]j) = _nPOnEn :
観測命題束が ¾-完備であることを確認したときにみたように，_nj[On; En]j と，
[nrange(POnEn )の線形包 Sの上への射影作用素PS についての観測命題 j[PS ; f1g]j
との間に等号 _nj[On; En]j = j[PS ; f1g]jが成立した．すると，r(_nj[On; En]j) =
r(j[PS ; f1g]j) = PS となるが，射影束において，PS = _nPOnEn であった．よって，




作用素 O の 1次元の単位の分解において，ボレル集合 E に対応付けられる射影作用素）
は観測命題 j[O; E]j（「物理量 O を測定しボレル集合 E 内に測定値を得る」）と対応付け
られる．












定義 9. P をヒルベルト空間 H上の射影作用素からなる ¾-完備なオーソモジュラー束で
あるとする．P から [0; 1]（0から 1までの閉区間）への写像 ½ が次の条件を満たすとき，
P 上の確率測度という．





















定義 10. ヒルベルト空間 H 上の線形作用素 D が次の条件を満たすとき，密度作用素と
いう．
1. D は正作用素である（すなわち，任意の Á 2 Hについて，(Á; DÁ) ¸ 0）．













feng（ここで，e1 ¸ e2 ¸ e3 ¸ ¢ ¢ ¢）と相互に直交する 1次元射影作用素 fPngを用いて







½D(P ) ´ Tr(DP ) P 2 P(H)
と定義すると，これは P(H)上の確率測度となっている．D が単なる 1次元射影作用素
である場合（これもまた，上の定義に照らし合わせると密度作用素である），すなわち，
D = PÃ（ここで，右辺はノルム 1のあるベクトル Ã によって張られる 1次元部分空間の
上への射影作用素）であるとき，任意の観測命題 j[O;E]jについて，
Tr(DPOE ) = Tr(PÃP
O







一方，D が単なる 1 次元射影作用素でない場合には，次のようになる．その場合
D =
P
n enPn のように和の形式をとるが，Pn は 1次元射影なので，それぞれの nにつ






















*44 証明は，例えば [54]の 35頁の命題 2.1.9を参照
*45 このことは密度作用素がコンパクト作用素であることから証明できる（文献 [54] の「コンパクト作用素
の節を参照）．
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となる．最右辺の各項における (Ãn; POE Ãn)は，対象とする系の状態が Ãn のときに観測





団は nごとに与えられ，状態ベクトル Ãn で表される純粋状態にある系からなる．そのよ
うな各部分集団をそれぞれ割合 en で含む統計集団である．このように，複数の純粋状態
それぞれに和が 1となる重み付けを掛け，それらを加えた状態のことを混合状態という．
すでに述べたように，密度作用素 D により P(H) 上に確率測度 Tr(DP ) が導入され
る．ところで，その逆は成立するだろうか．すなわち，P(H)上の任意の確率測度 ½には，





P(H)上の任意の確率測度 ½にたいし，ある密度作用素 D が存在し，任意の射影作用素
P 2 P(H)について，





作用素の集合，すなわち B(O) ´ fPOE : E 2 B(R)gは，P(H)における演算「^ 」，「_
」，「?」をそのまま用いて，¾-完備ブール束となる．実際，次の諸事項が成立する．
(a) POE1 _ POE2 = POE1[E2 2 B(O)．
(b) POE1 ^ POE2 = POE1\E2 2 B(O)．
(c) (POE )
? = I ¡ POE = PO¾(O) ¡ POE = POEc 2 B(O)．
(d) ¾-完備性：可算集合 fPOEngについて，_nPOEn = PO[nEn 2 B(O)．
¾-完備性についてのみ，みておこう．fEngは相互に排他的である（すなわち，l 6= mであ
るときEl\Em = ;）とは限らないが，F1 ´ E1; F2 ´ E2¡F1; F3 ´ E3¡(F1[F2); ¢ ¢ ¢
のように定義すると，相互に排他的な集合 fFngを定義でき，そのうえ _nPOEn = _nPOFn
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となる（証明は，例えば [38]の p. 57の Proposition 4.15を参照）．fEngが相互に排他
的であるとき，「1次元の単位の分解」の定義より fPOEngは相互に直交する．すると，












である．よって，_nPOEn = PO[nEn となる．
さて，すでに述べたように，対象とする系の密度作用素がDであるとき，P(H)上に確
率測度 ½D ´ Tr(DP ) が与えられるのだった．この確率測度の定義域を，自己共役作用
素 O の ¾-完備ブール束 B(O)に制限すると（制限したものを ½D[B(O)] と表記する），これ
は B(O)上の古典的な確率測度となる．そこで，¡B(O); ½D[B(O)]¢は古典確率空間となる．
とりわけ，こらからみるように，次の事実が成立する．fEngは，E = [nEn なる，相
互に排他的な可算個のボレル集合であるとする．密度作用素 D の状態にある系にたいし
O を測定したときに，観測命題 j[O; E]jが真となる確率 PrD(O; E) = ½D[B(O)](POE )と，
それぞれの nについて，観測命題 j[O; En]jが真となる確率 PrD(O; En) = ½D[B(O)](POEn)
との間に，可算加法性















² 純粋状態である場合（D = PÃ）
そのとき，




























² D が混合状態である場合（D =Pm emPÃm）































































単位の分解」B(X) = fPXE : E 2 B(R)gをも議論の対象としなければならない．すでに
みたように，B(X)は ¾-完備ブール束ではある．しかし，B(X)には ¾-完備な極大フィル
ターが存在しない（証明については，文献 [53]の付録 1を参照）．すると，真理値付与と
極大フィルターは 1対 1に対応するので，¾-加法的真理値付与（B(X)から f0; 1gへの写










定義 11. 次の条件を満たす，P(H) から f0; 1g への写像 ¹ を有限加法的真理値付与と
いう．
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1. 単位作用素 I について，¹(I) = 1である．
2. 直交する任意の射影 P;Q 2 P(H)について，¹(P +Q) = ¹(P ) + ¹(Q)である．
さて，「すべての物理量（自己共役作用素）にたいし，スペクトル規則と FUNC を満
たすように確定した値を付与できる」としよう（背理法の仮定）．そのとき，すべての自
己共役作用素に値が付与されるのだが，なかでも射影作用素への付値 [P ] P 2 P(H)だ
けに注目しよう．その付値はスペクトル規則を満たすので，[P ]の値は 0か 1である．ま
た，付値は和の規則も満たすので，直交する射影 P; Qについて，[P +Q] = [P ] + [Q]で
ある．すると，すべての射影作用素から f0; 1gへの写像 ¹を，













により，ある密度作用素Dが存在し，任意の射影作用素 P について ¹(P ) = Tr(DP )を
満たさねばならない．¹(P )の値は常に 0か 1であったが，これからみるように，任意の
射影作用素に 0か 1のみを Tr(DP )により付与する密度作用素など存在しないのである．
密度作用素が 0と 1以外の固有値をもつ場合 0と 1以外の固有値 dの固有空間の上への
射影作用素 PDd について Tr(DPDd ) = d 6= 0; 1となる．一方，任意の射影作用素
にたいし ¹が付与する値は 0か 1であった．よって，それらの値は等しくない．
密度作用素が 0と 1以外の固有値をもたない場合 固有値 0 の固有空間にも固有値 1 の
固有空間にも属さないベクトルを一つとり，そのベクトルを含む 1次元部分空間の
上への射影作用素 Qを考えよう． Tr(DQ)の値は 0より大きく 1より小さい．一


































*46 H 上の線形作用素 A が，ノルムが 1 である任意のベクトル Á 2 H について k AÁ k が上に有界である
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1. 単位元 I はRに属する．
2. fX®g(½ R) が X 2 B(H) へと強収束するならば（すなわち，任意の Á 2 Hにつ
いて k XÁ¡X®Á k! 0が成立するならば），X 2 R．
フォン・ノイマン代数 R で，任意の二つの要素 X;Y 2 Rについて XY = Y X となる
ものを可換フォン・ノイマン代数という．
本章冒頭で，ヒルベルト空間の次元が有限という制限をなくして議論を一般的に進める
と述べた．定義から明らかに，B(H) は H の次元に関わらずフォン・ノイマン代数とな
る．それゆえ，フォン・ノイマン代数を用いてこれからなされる議論では，ヒルベルト空
間の次元が有限であるという制限は課されていない．
定義 13. B(H)の部分集合 S にたいし，集合 S 0 を次のように定義する．
S 0 ´ fX 2 B(H) : 8Y 2S(XY = Y X)g
S 0 を S の交換子という．また， S の二重交換子を S 00 と表記するが，これは S 0 の交換
子のことである．
フォン・ノイマン代数について次の事実が成立する．
事実 5. B(H)の部分集合 S が ¤-写像について閉じているならば，S 0 はフォン・ノイマ
ン代数となる．すると，S 0 も ¤-写像について閉じているので，S 00 ´ (S 0)0 もフォン・ノ
イマン代数である．とりわけ，S 00 は S を含む最小のフォン・ノイマン代数となる．
とき，有界作用素という．








X が有界な自己共役作用素であるとき，単元集合 fXgは ¤写像について閉じているの
で，事実 5より fXg00 はX を要素とする最小のフォン・ノイマン代数となる．そのうえ，
これから示すように，fXg00 は可換フォン・ノイマン代数である．
任意の A; B 2 fXg00について，[A;B] = 0となることを示せばよい．A 2 fXg00 より，
[X;Y ] = 0となる任意の Y について，[A; Y ] = 0 (a)
である．同様に，B 2 fXg00 より，
[X;Y ] = 0となる任意の Y について，[B; Y ] = 0 (b)
である．さて，[X;X] = 0 なので，(a) より [A;X] = 0 である．すると，(b) より
[A;B] = 0である．














X のボレル関数 f(X)を用いて，X が生成する可換フォン・ノイマン代数 fXg00 にい
かなる自己共役作用素が含まれるのか，についての事実を述べよう．
事実 6. 任意の実数値有界ボレル可測関数 f について，f(X)は fXg00 に属する自己共役
作用素である．また，fXg00 に属する任意の自己共役作用素 Y には，Y = f(X)となる実
数値有界ボレル可測関数 f が存在する*51．
*49 有限次元のヒルベルト空間における作用素の関数については，4章で FUNC を導入した際に説明済みで
ある．これから述べるのは，次元が無限である場合，しかも連続スペクトルをもつ自己共役作用素にも通
用する，一般的な説明である．
*50 実数値有界ボレル可測関数 f とは，実数値数直線上の任意の開集合の，f による逆像が，ボレル集合とな
る有界実数値関数のことである．





また，事実 6 から，次のようにして X の 1 次元の単位の分解 fPXE : E 2 B(R)g が





1 ¹ 2 E のとき
0 それ以外のとき
のように定義すると，これは実数値有界ボレル可測関数なので ÂE(X) は fXg00 に属す




ÂE(¹) d(Á; PX(¹)Ã) = (Á; PX(E)Ã)
となる．上の等式が任意の Á; Ã 2 H について成立するので，作用素として ÂE(X) と
PX(E)は同じであり，ÂE(X) = PX(E)である．
さて，すでにみたように，任意の有界自己共役作用素X について fXg00 は可換フォン・
ノイマン代数となる．一方，次の事実も成立する．




5 章でみたように，ヒルベルト空間 H 上のすべての射影作用素からなる集合 P(H)
は ¾-完備オーソモジュラー束となり，そのうえ，任意の自己共役作用素 X について，
B(X) ´ fPXE : E 2 B(R)g は ¾-完備ブール束となるのであった．フォン・ノイマン代
数においても次の事実が成立する．
事実 8. フォン・ノイマン代数 Rに属する射影作用素すべてからなる集合を P(R)と表
記する．P(R)は ¾-完備オーソモジュラー束となる．もしRが可換ならば P(R)は ¾-完
備ブール束となる*52．
*52 実際は，¾-完備どころか，完備となる（証明については文献 [38]の p. 82を参照）．
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フォン・ノイマン代数 Rが可換であるとき，事実 7より，それを生成する自己共役作
用素 X が存在するのだった．すなわち，R = fXg00 である．事実 8より，P(fXg00)は
¾-完備ブール束となる．そのうえ，







定義 14. フォン・ノイマン代数 R上の線形汎関数 ½ *53で，次の条件を満たすものを状
態という．
1. 任意の X 2 Rについて，½(X¤X) ¸ 0である．
2. 単位作用素 I 2 Rについて，½(I) = 1である．





ン代数に属する射影作用素 P(R)へと一般化された（文献 [22]の Chapter 5を参照）．代
数的場の量子論では，ミンコフスキー空間R4 = R£R3 におけるそれぞれの有界開集合





*53 ここで，R上の線形汎関数 ½とは，Rから係数体（複素数）Cへの関数 ½ で，(i)任意の A; B 2 Rにつ
いて ½(A+B) = ½(A) + ½(B)と (ii)任意の A 2 Rおよび任意の ® 2 Cについて，½(®A) = ®½(A)
を満たすものである．
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定義 15. 次の条件を満たす，P(R) から f0; 1g への写像 ¹ を有限加法的真理値付与と
いう．
1. 単位作用素 I について，¹(I) = 1である．
2. 直交する任意の射影 P;Q 2 P(R)について，¹(P +Q) = ¹(P ) + ¹(Q)である．
さて，北島 [30] は，一般化されたグリーソンの定理と代数的場の量子論におけるある
数学的事実（文献 [4]の Corollary 1.11.6）を用いて次の命題を示した（文献 [30]の定理
5.2とその次の段落を参照）．























定義 17. F はフォン・ノイマン代数 R の文脈集合であるとする．次の条件を満たす
(B; frVgV2F )を，[V2FP(V)の文脈集合 F の下でのブール表現と呼ぶ．
1. B は ¾-完備なブール束である．
2. それぞれの V 2 F について，写像 rV : P(V) ! B は単射である ¾-準同型写像で
ある．
3. F に属する任意のフォン・ノイマン代数 V;W について，V µ W ならば rV =
rW ± hVW である（ただし，ここで写像 hVW : P(V) ! P(W) は， それぞれの
P 2 P(V)について hVW(P ) ´ P と定義される包含写像である）．
4. [V2F rV(P(V)) は B を ¾- 生成する*54．
X と Y は文脈 V に属する自己共役作用素であり，そのうえ X は Y の関数である（す
なわち，あるボレル関数 f が存在し X = f(Y ) である）とする．さて，よく知られて





である．すると，明らかに rV(PXE ) = rV(PYf¡1(E)) となる．このことは，各文脈におい
て FUNC が成立することを意味する．これは 4 章で述べた「文脈内の FUNC」に該当
する．
上述の条件 3で仮定したように，二つの文脈間に包含関係 V µ W があるとする．引き
続き自己共役作用素 X と Y は関数的関係 X = f(Y )にあるのだが，今回は X は V に ，
Y はW に属するとする（もちろん，文脈間の包含関係から X 2 W でもある）．さて，3
番目の条件が成立すると，任意のボレル集合 E 2 B(R)について，
rV(PXE ) = rW(P
X









*54 B は [V2F rV (P(V)) を含む最小の ¾-完備なブール束であるということ．
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証明の概略をみる前に，それに必要な概念，ブール束の自由 ¾-積 (free ¾-product)を導
入しよう．fBtgt2T は ¾-完備なブール束からなる族であるとする．次の条件を満たすと
き，(B; fftgt2T )を fBtgt2T の自由 ¾-積 (free ¾-product)という（以下の定義は文献 [15]
の p. 318による．）．
1. B は ¾-完備なブール束である．
2. それぞれの t 2 T について，写像 ft : Bt ! B は，単射である ¾-準同型写像で
ある．
3. 任意の (C; fgtgt2T ) （ここで，C は ¾-完備なブール束，gt : Bt ! C は ¾-準同型写
像）について，各 t 2 T について gt = g ± ft となる ¾-準同型写像 g : B ! C が一
意存在する．
¾-完備なブール束からなる任意の族について，その自由 ¾-積は同型なものを除くと一意
存在することが知られている（証明については文献 [42]の Section 38を参照）．
さて，命題 7は次のようにして示すことができる．そこで仮定しているように，文脈集
合 F は，フォン・ノイマン代数 Rの極大可換フォン・ノイマン部分代数すべてからなる
族であるとする．前段落の議論より，¾-完備なブール束の族 fP(V)gV2F の自由 ¾-積が
存在する．実は，その自由 ¾-積自体が，[V2FP(V)の文脈集合 F の下でのブール表現と
なっている．まず，ブール表現の四つの条件のなかで，条件 1 と 2 を満たすことは自明
である．条件 3を満たすことも，明らかである．なぜなら，異なる極大可換フォン・ノイ
マン代数の間に包含関係が成立することは，その極大性の定義に反するからである．最後
に，条件 4であるが，自由 ¾-積の 3番目の条件は [t2T ft(Bt)が B を ¾-生成するという



















2. R1 µ R02．
3. シュリーダー性質: 任意の X 2 R1，Y 2 R2 について，X 6= 0かつ Y 6= 0なら
ば，XY 6= 0である．
2番目の条件は，R1 に属する任意の作用素は R2 に属する任意の作用素と可換である
といっている．R2 µ R01 と定式化しても同じである．
具体例を挙げよう．N 次元ヒルベルト空間 HN からなるテンソル積ヒルベルト空間
HN1 ­HN2 上の作用素を考える．HN1 ，HN2 上の有界作用素すべてからなる集合を,それ
ぞれ B(H1)，B(H2) と表し，それぞれのヒルベルト空間上の単位作用素をそれぞれ I1，
I2 と表す．fA­ I2 : A 2 B(H1)gと fI1 ­B : B 2 B(H2)gは上述の三つの条件をすべ
て満たすフォン・ノイマン代数である．
また，O1 と O2 はミンコフスキー空間上の有界開集合で，そのうえ「厳密に空間的に
分離している」，すなわちある原点の近傍 N が存在し，任意の x 2 N について，O1 + x
と O2 が「空間的に分離」しているとする．あとで再び説明するが，代数的場の量子論に





R1 とR2，それぞれの文脈 V1 (2 F1)と V2 (2 F2)について，(V1 [ V2)00 は，R1 とR2
をともに含む最小のフォン・ノイマン代数 (R1 [R2)00 の可換部分フォン・ノイマン代数
である．そこで，F12 ´ f(V1 [ V2)00 : V1 2 F1;V2 2 F2g を広域文脈集合と呼ぼう．
以上の準備の下で，次の問題について考えるのは大変興味深い．
問題 2. 文脈集合 F が，局所文脈集合と広域文脈集合との和集合である（すなわち，




² 上述のように，文脈集合として F = F1 [ F2 [ F12 をとる．そして，[V2FP(V)
の文脈集合 F の下でのブール表現
(B; frV1gV12F1 [ frV2gV22F2 [ fr(V1[V2)00g(V1[V2)002F12)
が存在すると仮定しよう．
さて，任意の局所文脈 V1 2 F1 は，広域文脈 (V1[V2)00 と包含関係 V1 µ (V1[V2)00
にあり，V2 2 F2 についても同様の関係が成立する*57．そこで，ブール表現の定
義における 3 番目の条件より，存在すると仮定されている写像は等式 rV1 =
r(V1[V2)00 ± hV1(V1[V2)00 を満たす．ここで，hV1(V1[V2)00 は，任意の Q 2 P(V1)に
ついて hV1(V1[V2)00(Q) ´ Q のように定義される包含写像であった．よって，「任
意の射影作用素 P 2 P(V1) について，rV1(P ) = r(V1[V2)00(P ) である」という結
論が得られる．
前段落では，局所文脈 V1 2 F1 と V2 2 F2 において議論を進めたが，後者の局所
文脈をW2 2 F2 へと変更しても，同様の結論「任意の射影作用素 P 2 P(V1)につ
いて，rV1(P ) = r(V1[W2)00(P )である」が得られる．
*56 デモプーロス [14] は Section 5, ADDENDA において，この問いに部分的解答を与えた．彼は，
B(HN1 )­ B(HN2 )（HN は N( 1) 次元ヒルベルト空間）の場合において，上述のブール表現が存在
することを示した．
*57 このことは，次の二つの数学的事実による．(i) Double Commutant Theorem：任意のフォン・ノイ
マン代数 R について，R = R00 である（定理の詳細と証明は文献 [51] の 110 頁の定理 18.6 を参照）．
(ii) B(H)の任意の部分集合 Aと B について，A µ B ならば B0 µ A0 である．まず，V1 µ (V1 [ V2)
である．(ii)を二度使用すると，V 001 µ (V1 [ V2)00 であるが，(i)より V 001 = V1 である．
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すると，任意の P 2 P(V1) について，たとえ V2 6= W2 (V2;W2 2 F2) であっ
ても，
r(V1[V2)00(P ) = r(V1[W2)00(P )
となる．同様に，任意の P 2 P(V2)について，たとえ V1 6=W1 (V1;W1 2 F1)で
あっても，











2次元ヒルベルト空間H21 とH22 のテンソル積ヒルベルト空間をH21 ­H22 と表記する．
jÃi 2 H21 ­H22 は，スピン 1=2の 2粒子からなる系のスピン状態を表す任意のベクトル
であるとする．そのとき，jÃiを jÃi = ®j+i1 ­ j+i2 ¡ ¯j¡i1 ­ j¡i2 （ここで，®と ¯
は，®2 + ¯2 = 1を満たす，非負の実数）のように表示できる正規直交基底（H21 につい
ては fj+i1; j¡i1g，H22 については fj+i2; j¡i2g）が存在する．このような表示は「シュ
ミット分解」と呼ばれる．ハーディー [23]は状態のシュミット分解を用いて，次の命題を
証明した．
命題 8. （Hardy）シュミット分解を用いて，ある状態 jÃi 2 H21­H22 が ，非負実数 ®; ¯
を用いて jÃi = ®j+i1j+i2 ¡ ¯j¡i1j¡i2 （ここで ®2 + ¯2 = 1）のように表示されたとす
る．®; ¯ 6= 0で，そのうえ ® 6= ¯ であるならば，次の関係式を満たす 4つの射影作用素
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P1; P2 2 P(H21)および Q1; Q2 2 P(H22)が存在する．
hÃjP1 ­Q1jÃi = 0
hÃjP2 ­ (I ¡Q1)jÃi = 0
hÃj(I ¡ P1)­Q2jÃi = 0




命題 9. R1 と R2 は，同一のヒルベルト空間上で作用する有界作用素からなるフォン・
ノイマン代数であり，そのうえ次の条件を満たすとする．
1. R1 とR2 は，それぞれ可換代数ではない．
2. R1 µ R02 である．
3. シュリーダー性質： 任意のX 2 R1 および Y 2 R2 について，X 6= 0かつ Y 6= 0
であるならば XY 6= 0である．
そのとき，次の関係式を満たす，4 つの射影作用素 P1; P2 2 R1; Q1; Q2 2 R2 と，
(R1 [R2)00 上の正規状態 ½が存在する．
½(P1Q1) = 0 (28)
½(P2(I ¡Q1)) = 0 (29)
½((I ¡ P1)Q2) = 0 (30)
½(P2Q2)  0 (31)
ここで証明の前に，ヒルベルト空間上の有界作用素に関するいくつかの事実について，
証明で必要とされる限りにおいて述べておきたい．
(a) 有界作用素の核 (Kernel) 有界作用素 V の核とは，閉部分空間 Ker(V ) ´ fÁ 2 H :
V Á = 0gのことである．
(b) 部分等距離作用素 有界作用素 V で，Ker(V )に属するすべてのベクトルと直交する
任意の Ã 2 Hについて，等式 k V Ã k=k Ã kが成立するものを部分等距離作用素
という．（ユニタリー作用素は部分等距離作用素である．）
(c) 部分等距離作用素の初期空間と終空間 V が部分等距離作用素であるとき，
(Ker(V ))? を V の「初期空間」，range(V )を V の「終空間」という．V が部分
120
等距離作用素であるとき，V ¤ も部分等距離作用素となる．V ¤ の初期空間，終空
間は，それぞれ，V の終空間，初期空間である．そのとき，次の数学的事実が成立
するのはもっともなことである．部分等距離作用素とその共役作用素との積，すな
わち V ¤V と V V ¤ は，それぞれ V の初期空間，V の終空間の上への射影作用素と
なる．
(d) 絶対値作用素 jT jとは作用素 pT ¤T のことである．任意の有界作用素 T について，
作用素 T ¤T は自己共役（(T ¤T )¤ = T ¤T ¤¤ = T ¤T）であり，そのうえ正作用素
（任意の Á 2 Hについて (Á; T ¤TÁ) =k TÁ k2¸ 0）となる．よって，作用素のルー
トが定義可能となる．
(e) 有界作用素の極分解 (Polar Decomposition) 任意の有界作用素 T は，ある部分等距
離作用素 V を用いて，T = V jT j と表すことができる．これを作用素の極分解と
いう．T がフォン・ノイマン代数Rに属するとき，jT jと V もRに属する．有界
作用素の極分解 T = V jT jにおける部分等距離作用素 V の初期空間と終空間，そ
れぞれについて，(Ker(V ))? = range(T ¤)，range(V ) = range(T )が成立する．
ここで，作用素の値域上に付された線は，作用素の値域（部分空間）の閉包を表す．
一般に，作用素の値域は部分空間とはなるが，閉部分空間とは限らない．（以上の
事項の証明については，例えば，文献 [51]の 75頁の 12.3節 Polar Decomposition
を参照してほしい．）
以下，命題 9を証明する．
Proof. R1 は可換代数ではないので，相互に非可換である射影 R; T 2 R1 が存在し，
(I ¡ R)TR 6= 0 を満たす*58．R; T は R1 に属し，そのうえ R1 は代数なので，作用素
(I ¡R)TRはR1 に属する．この作用素の極分解をとると，部分等距離作用素 V ( 6= 0) 2
R1 が存在し，(I ¡ R)TR = V j(I ¡ R)TRjとなる．ここで，作用素 V の初期空間と終
空間について，それぞれ，(Ker(V ))? = range(((I ¡R)TR)¤) = range(RT (I ¡R))
(µ range(R)) と range(V ) = range(((I ¡R)TR)) (µ range(I ¡ R))が成立する．さ
て，部分的等距離作用素とその共役作用素の積は射影作用素となる（上述の項目 (c)を参
照）．よって，V ¤V と V V ¤ は射影作用素である．そのうえ，V ¤V は V の初期空間の上
への射影，V V ¤ は V の終空間の上への射影だが，上で述べたように，それぞれの空間は，
range(R)，range(I ¡ R)に含まれるので，それらの射影は直交する．以上より，R1 に
*58 仮に，(I ¡R)TR = 0だとすると，(i) TR = RTR．両辺の共役作用素をとると，(TR)¤ = (RTR)¤．
左辺は (TR)¤ = RT となり，右辺は (RTR)¤ = RTRとなるので，(ii) RT = RTR．すると，(i)と
(ii)より，Rと T は可換となってしまう．
121
ついて，それに属する部分的等距離作用素 V が存在し，V ¤V と V V ¤ は直交する 0でな
い射影である．同様にして，R2 についても，それに属する部分的等距離作用素W が存
在し，W ¤W とWW ¤ は相互に直交する 0でない射影であることがわかる．
さて，R1 µ R02 なので，V ¤V とW ¤W は可換であり，V ¤VW ¤W は射影である．同
様に，V V ¤WW ¤ も射影である．そのうえ，シュリーダー性質より，これらの射影は 0で
ない．
さて，®，¯ はある正の実数で，®2 + ¯2 = 1および ® 6= ¯ を満たすとしよう．そのう
え，ノルム 1のベクトル Áは range(V ¤VW ¤W )に属していると仮定する．V ¤VW ¤W
は 0でないので，そのようなベクトルは存在する．このベクトルを用いて，ベクトル Ã を
Ã ´ ®Á¡¯VWÁのように定義する．Áと VWÁは，それぞれ range(I ¡R)，range(R)
に属するので直交していること，そのうえノルム 1であることに注意してほしい．これら
のことと，®2 + ¯2 = 1より，Ã はノルム 1のベクトルである．
ここで，作用素 P1; P2 2 R1 と Q1; Q2 2 R2 を次のように定義しよう．
P1 ´ 1(®+ ¯)f®V V
¤ + (®¯)1=2(V + V ¤) + ¯V ¤V g
P2 ´ 1
®3 + ¯3
f®3V V ¤ ¡ (®¯)3=2(V + V ¤) + ¯3V ¤V g
Q1 ´ 1(®+ ¯)f®WW
¤ + (®¯)1=2(W +W ¤) + ¯W ¤Wg
Q2 ´ 1
®3 + ¯3
f®3WW ¤ ¡ (®¯)3=2(W +W ¤) + ¯3W ¤Wg
これらの作用素は射影作用素である．このことを P1 を具体例に確かめよう．射影作用
素は，次の二つの条件を満たす有界作用素として定義されるのだった．(i) 自己共役:　作
用素 Aは自己共役 def, A¤ = A．(ii) べき等性：作用素 Aはべき等 def, A2 = A．条件 (i)















f®V V ¤ + (®¯)1=2(V + V ¤) + ¯V ¤V g
= P1
二つ目の等号成立を導出する際，V V ¤V = V，V ¤V V ¤ = V ¤ および V V = V ¤V ¤ = 0
を用いている．それらが成立することは，V と V ¤，それぞれの初期空間，終空間につい




(Ã; P1Q1Ã) = 0
(Ã;Q2Ã) = (Ã; P1Q2Ã)













f®3V V ¤ ¡ (®¯)3=2(V + V ¤) + ¯3V ¤V g(®Á¡ ¯VWÁ) (32)
から考えよう．等式 (32)の右辺の一部は，
f®3V V ¤ ¡ (®¯)3=2(V + V ¤) + ¯3V ¤V g®Á
=®4V V ¤Á¡ ®5=2¯3=2(V Á+ V ¤Á) + ®¯3V ¤V Á
=¡ ®5=2¯3=2V Á+ ®¯3Á
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となる．ここで，最後の等号は，Á 2 range(V ¤VW ¤W )，および部分等距離作用素 V と
V ¤ の初期空間，終空間についての，これまで繰り返し述べてきた事実より成立する．
同じ事実を用いると，等式 (32)の右辺の他の部分は，
f®3V V ¤ ¡ (®¯)3=2(V + V ¤) + ¯3V ¤V g(¡¯VWÁ)












f®3=2¯5=2V Á+ ®¯3Á¡ ®3¯VWÁ¡ ®5=2¯3=2WÁg (34)
が得られる．
そこで，内積 (P2Ã;Q2Ã)を求めるには (33)の右辺と (34)の右辺の内積を計算すれば










となる．®と ¯ は異なる正の実数であった．よって， この内積は 0でない．ここで確か
めたのは 4番目の式だけだが，他の三つの等式が成立することも，これまで繰り返し使用
した事実を利用して示すことができる．
さて，密度作用素として，Ã が張る 1次元部分空間の上への 1次元射影作用素 PÃ をと
り，(R1 [R2)00 上の線形汎関数 ½Ã を，
½Ã ´ Tr(PÃX) X 2 (R1 [R2)00






フォン・ノイマン代数であるとする．文脈集合 F1，F2 は，それぞれR1 とR2 の極大可
換フォン・ノイマン部分代数すべてからなる族であるとする．さらに，射影と広域文脈の
ペアからなる，次の集合を定義しよう．
S ´ f (P; (V1 [ V2)00) j V1 2 F1; V2 2 F2; P 2 (V1 [ V2)00 g
もし写像 ¹ : S ! f1; 0gが真理値付与であるならば，まず次の条件を必ず満たすべきであ
ろう．
² 有限加法的真理値付与
1. 任意の広域文脈 (V1 [ V2)00 において，¹(I; (V1 [ V2)00)) = 1である．
2. 任意の広域文脈 (V1 [ V2)00 において，任意の直交している射影 P;Q 2 (V1 [
V2)00 について，





1. 射影 P は V1 の要素であるとする．任意の局所文脈 V2;W2 2 F2 について，
¹(P; (V1 [ V2)00)) = ¹(P; (V1 [W2)00))
である．
2. 射影 Qは V2 の要素であるとする．任意の局所文脈 V1;W1 2 F1 について，
¹(Q; (V1 [ V2)00)) = ¹(Q; (W1 [ V2)00))
である．
有限加法的真理値付与と局所性を満たす写像 ¹ : S ! f1; 0g すべてからなる集合を T




射影 P，Q は，それぞれ R1，R2 に属するとする．もし ½(PQ) = 0 であるなら
ば，任意の ¹ 2 T，および任意の局所文脈 V1（ただし，P 2 V1）と V2 （ただし，
Q 2 V2）について，¹(P; (V1[V2)00)) = 0 あるいは ¹(Q; (V1[V2)00)) = 0である．
² 同時付値の規則 II
射影 P，Qは，それぞれR1，R2 に属するとする．もし ½(PQ)  0であるならば，
ある写像 ¹ 2 T および局所文脈 V1 （ただし，P 2 V1）と V2（ただし，Q 2 V2）
が存在し，等式 ¹(P; (V1 [ V2)00)) = 1と ¹(Q; (V1 [ V2)00)) = 1を満たす．
以上の準備のもとで，次の命題を示すことができる．
命題 10. R1，R2 は，命題 9で述べた 3つの条件を満たすフォン・ノイマン代数であり，
½Ã は，その命題の証明において構成した正規状態であるとする．さらに，P1; P2 2 R1 お
よび Q1; Q2 2 R2 も命題 9の証明において構成した射影作用素であるとする．そのとき，
正規状態 ½Ã と四つの射影 P1; P2; Q1; Q2 を用いて，有限加法的真理値付与，局所性，お
よび同時付値の規則 I と II から矛盾が導出される．
Proof. 120頁の不等式 (31)に同時付値の規則 IIを適用しよう．ある写像 ¹ 2 T および
局所文脈 V1（ただし，P2 2 V1）と V2（ただし，Q2 2 V2）が存在し，次の二つの等式を
満たす．
¹(P2; (V1 [ V2)00)) = 1 (35)
および
¹(Q2; (V1 [ V2)00)) = 1: (36)




それを含む極大可換なフォン・ノイマン部分代数が存在する．よって，P1 および I ¡ P1
をともに要素とする局所文脈W1(2 F1)が存在する．さて，等式 (30)に同時付値の規則
Iを適用すると，¹(I ¡ P1; (W1 [ V2)00)) = 0 あるいは ¹(Q2; (W1 [ V2)00)) = 0である．
仮に後者 ¹(Q2; (W1 [V2)00)) = 0であるならば，局所性より等式 ¹(Q2; (V1 [V2)00)) = 0
が得られる．しかし，この等式は (36)と矛盾する．よって，¹(I ¡ P1; (W1 [ V2)00)) = 0
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であることがわかる．すると，有限加法性より，
¹(P1; (W1 [ V2)00)) = 1: (37)
となる．
次に，射影 Q1 について考えよう．前段落と同様の議論を経て，Q1 および I ¡Q1 をと
もに要素とする文脈W2(2 F2) が存在することがわかる．さらに，等式 (29) について，
やはり前段落と同様の議論によって，
¹(Q1; (V1 [W2)00)) = 1: (38)
が得られる．
(37)と (38)のそれぞれに局所性を適用すると，
¹(P1; (W1 [W2)00)) = 1 かつ ¹(Q1; (W1 [W2)00)) = 1
が得られる．一方，等式 (28)に同時付値の規則 Iを適用すると，
¹(P1; (W1 [W2)00)) = 0 あるいは ¹(Q1; (W1 [W2)00)) = 0
が得られる．よって，矛盾が生じる．
命題 10では，フォン・ノイマン代数R1 とR2 が次の 3条件を満たすと仮定していた．
1. R1 とR2 は，それぞれ非可換代数である．
2. R1 µ R02 である．
3. シュリーダー性質: 任意の X 2 R1; Y 2 R2 について，X 6= 0および Y 6= 0なら
ば，XY 6= 0である．
これらの条件は，代数的場の量子論 (AQFT:Algebraic quantum ¯eld theory)の公理系
において満たされる．その理論においては，ミンコフスキー空間 R4 = R £R3 上のそ




に，AQFTにおいて，O1 と O2 が「空間的に分離している」 (spacelike separated)なら
ば，R(O1) µ (R(O2))0 である．これは AQFTにおいて，公理として要請されることで
*59 証明については，例えば，文献 [4]の p. 47 (Corollary 1.11.6)を参照．
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ある*60 ．最後に，もし O1 と O2 が「厳密に空間的に分離している」(strictly spacelike
separated ) ならば，すなわちある原点の近傍 N が存在し，任意の x 2 N について，

























*60 例えば， [4]の p. 10を参照．














被測定物理量M によって決まる．そこで，今後，[ª; M ]をコンテクストと呼ぶ．まず，
コンテクスト [ª; M ]における「適切な事象空間」(appropriate event space)を次のよう
に指定する．1次元射影からなる集合 fPÁi : i = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; Ngで，次の３条件を満たす
もののなかで極大なものを「コンテクスト [ª; M ]における適切な事象空間」という．
(a) それぞれの Ái はM の固有ベクトルである．
(b) i 6= j ならば，(Ái; Áj) = 0である．







ンテクスト [ª; M ]における適切な事象空間を E[ª;M ] と表記する．
次に，E[ª;M ] を用いて，コンテクスト [ª; M ]において真理値を付与しうる確定性質の
集合Def(E[ª;M ])を次のように定義する．
Def(E[ª;M ]) ´ fP 2 P(H) : 8Q 2 E[ª;M ] [Q · P or PQ = 0]g
証明は省くが，Def(E[ª;M ]) は，ヒルベルト空間上の射影作用素すべてからなる束の
部分束となっている．E[ª;M ] に属する任意の射影（もちろん，これは 1 次元射影）は
Def(E[ª;M ]) に属し，その原子元である．また，E[ª;M ] に属するすべての射影の和と直
交する任意の 1次元射影もまた Def(E[ª;M ])に属し，その原子元である．それらのこと
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から，まず，M のスペクトル射影はすべて Def(E[ª;M ]) に属することがわかる．また，
E[ª;M ] に属するすべての射影の和を Rと表すとき，射影作用素 I ¡Rの値域（これは部
分空間である）の次元が 2 以上の場合，Def(E[ª;M ]) はブール束にはならないこともわ
かる．
ブール束であるとは限らないが，Def(E[ª;M ]) から 2 元ブール束 f1; 0g への準同型写
像が存在する．そのような写像 ºi は，E[ª;M ] に属する各射影 PÁi ごとに存在する．それ
ぞれの ºi は，束の順序で PÁi · P であるすべての射影 P を 1へ，それ以外を 0へと写
すものとして定義される．よって，Def(E[ª;M ])は真理値を付与しうる命題の集合である
と解釈できる．








命題 10では，フォン・ノイマン代数 R1 と R2 が次の 3条件を満たすことを仮定して
いた．
1. R1 とR2 は，それぞれ非可換代数である．
2. R1 µ R02 である．
3. シュリーダー性質: 任意の X 2 R1; Y 2 R2 について，X 6= 0および Y 6= 0なら
ば，XY 6= 0である．
これらの 3条件を満たす具体例として，厳密に空間的に分離した二つの有界開集合それぞ
れ対応づけられるフォン・ノイマン代数や，テンソル積ヒルベルト空間 H1 ­H2 上の有
界作用素からなるフォンノイマン代数 fA­ I2 : A 2 B(H1)gと fI1 ­ B : B 2 B(H2)g
があった．これまで，コンテクスチュアリズムを非相対論的設定，有限次元ヒルベルト空
間に限定して説明してきた．そこで，後者の具体例を用いて議論を進める．
さて，命題 10では，広域文脈 (V1 [V2)00 とそれに属する射影 P とのペアからなる集合
を S と呼び，写像 ¹ : S ! f1; 0gが満たすべき要件を述べたのだった．コンテクスチュ








固有ベクトルからなるテンソル積のすべて（もちろん，これは H1 ­H2 の完全正規直交





クストのペア (P; [ª; < M1;M2 >])すべてからなる集合であるとする．
² ªはH1 ­H2 に属する状態ベクトルである．
² M1; M2 は，それぞれH1; H2 上の極大自己共役作用素である．
² P は，Def(E[ª; <M1;M2>])に属する射影作用素である．
そして，これから，写像 ¹ : S ! f1; 0gが満たすべき条件について考える．




1. 任意のコンテクスト [ª; < M1;M2 >]において，¹(I; [ª; < M1;M2 >]) = 1
である．
2. 任意のコンテクスト [ª; < M1;M2 >] において，任意の直交している射影
P;Q 2 Def(E[ª; <M1;M2>])について，






1. 射影 P は H1 上の射影作用素であるとする．P ­ I を要素とする任意の
Def(E[ª; <M1;M2>])とDef(E[ª; <M1;M 02>])において，
¹(P ­ I; [ª; < M1;M2 >]])) = ¹(P ­ I; [ª; < M1;M 02 >])
である．
2. 射影 Q は H2 上の射影作用素であるとする．I ­ Q を要素とする任意の
Def(E[ª; <M1;M2>])とDef(E[ª; <M 01;M2>])において，
¹(I ­Q; [ª; < M1;M2 >])) = ¹(I ­Q; [ª; < M 01;M2 >])
である．
さて，命題 10 の証明と同じように，有限加法的真理値付与と局所性を満たす写像
¹ : S ! f1; 0g すべてからなる集合を T と表記する．そして，T とその要素 ¹が次の条
件を満たすことを要請する．
² 同時付値の規則 I
P，Qは，それぞれH1，H2 上の射影作用素であるとする．もし (ª; P ­Qª) = 0
であるならば，P ­ Q 2 Def(E[ª; <M1;M2>]) を満たす任意の < M1;M2 > に
ついて，任意の ¹ 2 T において，¹(P ­ I; [ª; < M1;M2 >]) = 0 あるいは
¹(I ­Q; [ª; < M1;M2 >]) = 0である．
² 同時付値の規則 II
射影 P，Qは，それぞれH1，H2上の射影作用素であるとする．もし (ª; P­Qª) 6=
0 であるならば，P ­ Q 2 Def(E[ª; <M1;M2>]) を満たす任意の < M1;M2 >
について，ある写像 ¹ 2 T が存在して，¹(P ­ I; [ª; < M1;M2 >]) = 1 と
¹(I ­Q; [ª; < M1;M2 >]) = 1を満たす．
ここで，同時付値の規則 II は，命題 10 の対応する規則より強く定式化されている．命






を用いた．ここでは，それらはそれぞれ，P1 ­ I，P2 ­ I，I ­Q1，I ­Q2 といったテ
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ンソル積の形式で表される．まずは P2 ­ Q2 をスペクトル射影とするテンソル積空間上
の極大作用素 < M1;M2 >と，命題 10の証明で利用した状態 Ã（この状態もテンソル積






は，まずコンテクスト [ª;M ]における適切な事象空間 E[ª;M ] = fPÁi : i = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; Ng
を定義し，それを用いて確定性質の集合 Def(E[ª;M ]) を指定するのだった．そして，確
定性質の集合から 2元ブール束 f1; 0gへの準同型写像 ºi（真理値付与）を，E[ª;M ] のそ
れぞれの元 PÁi ごとに考えるのだった．そのようにして得られる準同型写像すべてから
なる集合を改めて T と表記する．そのとき，T に属する任意の準同型写像が，「有限加法
性」を満たすことは明らかであろう．
次に，同時付値の規則 Iについて考えよう．コンテクスチュアリズムにおいて，系の状
態によって付与される確率が 0 の射影は常に準同型写像によって 0 へと写される．厳密
には次の事実が成立する．
² (ª; Pª) = 0であるとする．M は極大自己共役作用素で，P 2 Def(E[ª;M ])であ
るとする．そのとき，E[ª;M ] の元である PÁi ごとに指定される，Def(E[ª;M ])か
ら２元ブール束 f1; 0gへの任意の準同型写像 ºi 2 T について，ºi(P ) = 0である．
この事実から，コンテクスチュアリズムにおいて同時付値の規則 Iが成立することは明ら
かである．
同時付値の規則 Iについて： (ª; P ­ Qª) = 0 であるとする．また，< M1;M2 > は
テンソル積空間上の極大作用素で，P ­ Q 2 Def(E[ª; <M1;M2>]) を満たすとす
る．そのとき，上述の事実より，Def(E[ª; <M1;M2>]) から２元ブール束 f1; 0g へ
の任意の º 2 T について，º(P ­ Q; [ª; < M1;M2 >]) = 0 である．すると，
P ­Q = (P ­ I)^ (I ­Q)および º が 2元ブール束への準同型写像であることか
ら，º(P ­ I; [ª; < M1;M2 >]) = 0 あるいは º(I ­Q; [ª; < M1;M2 >]) = 0で
ある．
続けて，同時付値の規則 IIについて考えよう．コンテクスチュアリズムにおいて，確率
が 0でない射影 P には，PÁk · P なる，「適切な事象空間」に属する 1次元射影 PÁk が
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存在し，ºk(P ) = 1である．より厳密には次の事実が成立する．
² (ª; Pª) 6= 0であるとする．M は極大自己共役作用素で，P 2 Def(E[ª;M ])であ
るとする．そのとき，Def(E[ª;M ])から２元ブール束 f1; 0gへのある º 2 T が存
在して，º(P ) = 1である．
この事実から，コンテクスチュアリズムにおいて，同時付値の規則 IIが成立することは明
らかである．
同時付値の規則 IIについて： (ª; P ­ Qª) 6= 0であるとする．また，< M1;M2 >は
テンソル積空間上の極大作用素で，P ­Q 2 Def(E[ª; <M1;M2>])を満たすとする．
そのとき，上述の事実より，Def(E[ª; <M1;M2>])から２元ブール束 f1; 0gへのある
º 2 T が存在して，º(P­Q) = 1である．すると，P­Q = (P­I)^(I­Q)および
º が 2元ブール束への準同型写像であることから，¹(P ­I; [ª; < M1;M2 >]) = 1
かつ ¹(I ­Q; [ª; < M1;M2 >]) = 1である．
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